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(1) Considere el conjunto:

3 3
W = {p(t) = ad® | Y sas= 0} C Ralt]
s=0 s=0

(a) Demuestre que W es un subespacio de Rs]t]
En efecto

0-0+1-0+2-0+3-0=0=p(t)=0+0t+0t* +0t> ¢ W
Entonces W # ()

p(t) €W <= p(t) = ag+ art + ast? + azt® € Ry|t] A 0-ap+1-a1+2-ax+3-a3=0
p(t) = ag + ait + ast?® + azt® € R3|t] A a; = —2ay — 3as

p(t) = ap + (—2as — 3az)t + ast? + ast?

p(t) = ag — 2ast — 3ast + ast® + ast®

p(t) = ag + (t? — 2t)as + (3 — 3t)as

[N A

p(t) € ({1,¢* —2t, 83 — 3t})

Por tanto;

W= ({1, = 2¢,t* — 3t})
Asi que W es un subespacio de Rs|t]

(b) Exhiba una base o de W

Claramente el conjunto o = {1,t? — 2t,¢3 — 3t} genera W y,

co+c1(t? —2t) +ca(t? —=3t) =0 = o — 2tcy + c1t? — 3teg +cot3 =0
= ¢ — (2¢1 + 3ea)t + c1t? +cotd =0

= cg=0Aci=0Aca=0

lCada problema vale 1.5 puntos.
Tiempo 120’



De forma que « es un conjunto linealmente independiente y entonces una base de W.
(c) Determine [1 4t — $t2],

Recordamos que

Co
14+t—32la=| a = 1+t—3t2=co+a(t? —2t) + ot — 3¢)
C2

= 1+t—3t2=co— (2c1 + 3e2)t + 1t + ot

<— 60:1/\01:—%/\0220
Luego,
1
1
T4+t—iYa =] —=
2
0

(2) Sea V un K espacio vectorial y sea v = {wy,v2,v3} C V. Sea f = {wi, w2, w3} tal que
i

w; = Zivj, para (1 <i < 3)
j=1
(a) Demuestre que si « es una base de V' entonces [ es también una base de V'

En efecto

Como « es una base de V entonces basta mostrar que 8 es Linealmente independiente
0 es un sistema de generadores.

Mostraremos que 3 es Linealmente independiente.

Por definicién los w son construidos como sigue:

w = U1
wy = 2v1+ 2v9
wy = 3v1 + vy + 3u3



Asi que,
aiwy + aswy +agwz =0 =— ajv; + a2(2v1 + 21)2) + CL3(31)1 + 3vg + 31)3) =0

= (a1 + 2a2 + 3az)v1 + (2a2 + 3az)vy + 3agvs =0
Como « es base sigue la consecuencia
a1 +2a2+3a3 = 0

2a0 + 3as 0 — a1 =ay=a3=0
3(13 = 0

Luego ( es Linealmente independiente.
(b) Determine [1]”

Sabemos por definicién que:

En primer lugar:

En segundo lugar:

( v = W
wy = v
wy = 201+ 209 — V2 = _w1+§w2
wy = 3v; + vy + 3u3
1 1
vy = —§w2+§w3
Finalmente;
1 -1 0
5 0 1 1
e = 2 2
0 O L
3

(3) Sea T : R? — R3 tal que T'(z,y,2) = (x +2y — 3z, +y + 2,2 — y — z). Demuestre que T
es un isomorfismo de R espacios vectoriales.

En efecto

En primer lugar debemos mostrar que T’ € Lg(R?)



Sean u = (7,y,2) € R® y v = (a,b,c) € R3 y X\ € R entonces

Tu+v) = T(x+ay+bz+c)
= (x+a+2(y+b)—-3(+c)hr+taty+b+tz+cr+ta—(y+b) —(2+c¢)
= (z+2y—-3z,2+y+z,0—y—2)+(a+2b—-3c,a+b+c,a—b—c)

= T(e,y,2) + T(a,b,0)
T(A\u) = Tz, Ay, Az)

= (Az+2\y =3z, Az + Ay + Az, Az — Ay — \z)
= Mz+2y—3z,x+y+z,20—y—2)

= N(z,y,2)
Luego, T € Lg(R3)

En segundo lugar elegimos un método para mostrar que es un isomorfismo, si es que lo es?.

Elegiré el método del determinante, esto es, mostraremos que 7' es un isomorfismo si y
sélo si det(T") # 0

Asi que;
) 1 2 -3 1 2 -3 1 2 -3
Tlgm=|1 1 1 |=det{ 1 1 1 |=det{ 0 -1 4 |=10#0
1 -1 -1 1 -1 -1 0 -3 2

Luego, T' es un isomorfismo.

Alternativa

u € ker(T) <= u€R3AT(u)=0ps
— u=(v,y,2) NT(x,y,2) = (0,0,0)
Aand U:(5572%2)/\($+2y—327$+y+zaw—y—z):(07070)
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T 0
= u=(r,y,2)\ T = 0|l=z=0Ay=0A2=0]
T 0

<
N W

Asi que ker(T) = {(0,0,0)} y T es inyectiva, ahora aplicando el teorema de la dimensién
tenemos que 1" es sobreyectiva y entonces 7' es un isomorfismo.



1
(4) Determine T € Lr(Mg(3 x 1)) tal que ker(T) = < 1 >
-1

Primeramente vamos a construir una base para definir la transformacién lineal pedida.

1 1 0
Si llamamos o = 11,10, 1 entonces « es una base de Mg(3 x 1)
-1 0 0

Ahora define la transformacién en la base «, segin las condiciones pedidas:

1 0

T 1 = 0
-1 0
1 1
Tl 0 = 0
0 0
0 0
Tl 1 = 1
0 0

Ahora como « es una base entonces tenemos que para cada elemento del espacio se verifica
Unicamente la ecuacion.

x 1 1 0
Yy = —z 1 |+@+2)| 0 |+@w+2) | 1
z -1 0 0
¢
T 1 1 0
T v = —2T 1L |+@+2)T| 0 |+@y+2)T| 1
z -1 0 0
0 1 0
= —=2| 0 |+@+2)| 0 |+@w+2)| 1
0 0 0
r+z
= Yy+z



