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(1) Sea W ={A = (a;;) € Mr(2) | a12 — a21 = 0}. Si definimos en Mg(2) la relacién
ARB<+< (A-B)eW

Entonces demuestre que
(a) R es una relacién de equivalencia

En efecto. Definiremos para usar a través de esta esta demostracién

A:(M1“”>emmmAB=(h1b”>emmmAcz(Q1C”)eMmm

az1 a2 bar  ba2 C21  C22

entonces “una alternativa es operacionalizar la definicién de 7 como sigue:

ARB — (A—B)6W<:>(a”_b” alz_blz>6W<:>(a12—b12)—(a21—b21)_0
az1 —ba1 a2 — boo

< (@12 — b12) = (a21 — b21)

Asi por ejemplo, con esta nueva mirada tenemos que:

1 2 20 6
(3 3)2(7 2)
1 2 20 6
Pues(3 4>—< - 12>€W, yvaque2—-6=3—-7

En fin, vamos a la verificaciéon pedida:

(i) (VA; A € Mg(2)) tenemos que a1z — a1 = aiz — az1 luego
air a2 oS air a2
as1 a92 az1 a2

Ahora, para estudiar la reflexividad, aplicamos la definicién y obtenemos.
ARB <= (a12 —bi2) = (ag1 — b21) = —(a12 — b12) = —(az1 — b21)
— (blg — a12) = (bgl — agl) = BRA

Y R es una relacién reflexiva.

Y R es una relacién simétrica.
Para estudiar la transitividad , procedemos conforme al protocolo usual:

ARBABRC — (alg — b12) = (agl — b21) N (blg — 012) = (bgl — 021)
= (@12 — b12) + (b12 — c12) = (@21 — ba1) + (b21 — c21)
— (a12 — 612) = (CL21 — 021) = ARC

Y R es una relacién transitiva, y conjuntando la informacion, sigue que R es una relaciéon de equivalencia.

0 1
En efecto, aqui aplicamos directamente la definiciéon de clase de equivalencia,

0 1
10

<~ AEMR(2)AG12:a21<:>AEW

0
Luego, ( 10 ) =W
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)<:>AEMR(2)/\G12—1=a21—1

[



(2) Dada la funcién f : R® — R3 tal que f(z,y,2) = (x +y — (2A — 1)z, +y + 2,y — z). Determine el conjunto
B ={XeR| f no inyectiva}

En este caso, iniciamos el analisis observando lo siguiente

AeB < XeR A f no inyectiva
= AeR A GuueR¥);(FvveR¥) :utvA f(u)=f(v) (¥

Con la idea expresada en (x) estudiamos la inyectividad de la funcién f, y para ello usemos la definicién funcional.

fu)=f(v) <<= f(z1,y1,21) = f(22,92, 22)
= (r1+yi—@A=1)zi, 21 +y1+ 21,51 — 21) = (@2 + Y2 — (2A — 1)z, 20 + Y2 + 22, Y2 — 22)

(1) x1+y—2A =1z = 2a+y2— (22— 1)z
= (2) 1+ Y1+ 21 = To+Y2+22
B)  wmi—=z = y2— 2
(2):7(>1) 21+ 22X =121 = 294+ (22X — 1)z 221 = 2z
Y1 —z1 = Y2 — 22 Y1—z21 = Y2 — 22
— 2/\(21 — 22) = 0 220=0 V (21 — 22) =0
Y1 — 21 = Y2 — 22 Yr—21 = Y2 — 22

Si Luego, A = 0 entonces z; puede ser perfectamente distinta de z5 y en tal caso f no es inyectiva, ademads en tal
caso f(z,y,2) = (x+y+z,2+y+2z,y— z)y por ejemplo f(0,0,0) = (0,0,0) y f(—2,1,1) = (0,0,0), mas general
f(=2z,2,2)=(0,0,0), (Vz,z € R), en fin, conclusién

B = {0}

(3) Si definimos la funcién f : Mg (2) — R* tal que

a1 a2
f = (a11 + 2a12 + 3a21, a12 — a1 + az2, a1, a2 — as1)
a1 a2

Entonces
(a) Demuestre que f es un isomorfismo

Para mostrar que f es un isomorfismo "debemos mostrar que f es un homomorfismo biyectivo“ y en
ese contexto partimos mostrando que f es un homomorfismo.

bll b12

Por tanto si A = ( a2 > €Mg(2) Y B = (
ba1  boo

a1  a22

f(( ail a2 )+( b1 bi2 )):f( ai1 +bi1 a1z + bi2 )
az1 a2 ba1 b2z a21 +b21 a2z + ba2
= (a11 +b11 +2(a12 + b12) + 3(az1 + b21), a12 + b12 — (az1 + b21) + az2 + b2z, az1 + b21, a2z + b2z — (az1 + b21))
= (a11 +b11 + 2a12 + 2b12 + 3azg1 + 3b21, a12 + b1z — az1 — ba1 + a2z + bz, a21 + b1, azz + bea — az1 — b21)
= (a11 + 2a12 + 3a21, a12 — a21 + a22,a21,a22 — a21) + (bi1 + 2b12 + 3b21,b12 — ba1 + b2z, ba1, baz — ba1)
a1l a1z b1 bi2
- f( az1  az2 ) +f( ba1  b22 )

= f(A)+f(B)

) € MRg(2) entonces

f(A+B)

Luego, f es un homomorfismo



Ahora, para estudiar su inyectividad hacemos uso de su nicleo, e.e.

Acker(f) <= AeMg(2)A f(A) = Oga

a1l ai2 ail a2
— A= € Mg(2) A = (0,0,0,0
<a21 a22> =(2) f<a21 a22) ( )
_ a1l a2 =
— A= o1 Qo € Mg(2) A (a11 + 2a12 + 3az21, a12 — az1 + agz, az1, a2 — az) = (0,0,0,0)
a1l +2a12+3a21 = 0
A= < ailr Q12 > € Mg(2) A a12 — G21 + G22 i 0
a1 G22 az1 =0
agz — az =0
air a2
— A—< >GMR(2)/\a21—a22—a12—a11—0
G21  A22
0 0
— A= < 0 0 )

Luego

ker(f) = {( 8 8 )} y f es inyectiva

Para estudiar su sobreyectividad comparamos los conjuntos R* e Img (f), al respecto sabemos que por el hecho
de f ser una funcién entonces Img (f) C R?, asf que falta investigar la relacién R* C Img (f). Por tanto
pesquisamos la solucién de la ecuacién en Mg(2), f(A) = u para v € R* dado.

a a
f ( ai a;z ) = (a,b,¢,d) <= (a11 +2a12 + 3a21,a12 — a21 + a22,a21, 22 — az1) = (a,b,¢,d)

a1 +2a12 +3a21 = a

. (2= 0n + a2z = b
a21 = c
a22 — G21 = d
ain = a—2b+2d-3c

— a1 = b—d
a1 = C
asg = d+c

Asi que
f < (a - 2b+02d —3c) (Z;CCZ) ) = (a,b,c,d) y R* € Img (f) por tanto f es sobreyectiva

Conclusion f es un isomorfismo.
Determine f~!

Usando la informacién anterior obtenemos que f~! existe y es definida omo sigue:

f71 ZR4 ’_)MR(2) tal que f(a,b,c, d) < ((l— 2b4‘c2d_30) (2__’_(2) >



