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[1] Si W ={A = (a;;) € Mr(2) | a11 — 3a12 + ag1 — 2a22 = 0 A a11 + aga = 0} entonces

[a] Demuestre que W < Mg(2), es decir W es un subespacio de Mg(2)

Solucién: Usamos la técnica que determina un sistema de generadores para W, por tanto procedemos
como sigue:

AeW — A= (a,-j) EMR(Q) N a1 —3a1a +as1 —2a90 =0A a1 +as =0
— A= (ay) € Mr(2) A a1 —3a12 + a1 —2a22 =0 A agy = —ayy
— A= (aij) € Mr(2) A a11 —3ai2 + a1 +2a11 = 0 A age = —a;
> A= (a;) € Mgr(2) A 3a11 —3a12 +an =0Aax =—an
— A= < a2 ) € Mg(2) A a1 = —3a1 + 3a12 Naz = —an

a1 a2
— an a2 .
< A—<_3a11+3a12 _a11>.a116R/\a126R
o ail 0 0 a19 .
— A—<_3a11 _a11>+<3a12 0>.a11€R/\a12€R
1 0 01
<~ A:CL11<_3 _1>+a12<3 0>2a11€R/\a12€R
1 0 01
= ae({( )05 0))

Luego,

[b] Determine una base W

-3 -1 30
para W. Por tanto para que « sea una base es necesario que también sea un conjunto linealmente
independiente, y para testear esto, procedemos como la rutina acostumbrada.

L0, (0 1\_(00Y _, c1 s\ (0 0
“a\ -3 -1 23 0) Lo o “3¢; 43¢ —¢; )] L0 0

= ¢ =0Acx=0

Solucién: Del punto anterior tenemos que o = { ( Lo ) , < 01 > } es un sistema de generadores

Luego, a es un conjunto linealmente independiente en W y por ende una base del mismo.
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Sea a = {v1,v2,...,v,} un conjunto linealmente independiente del espacio vectorial real V. Si definimos el

J
conjunto = {wy,ws, ..., w,} tal que w; = Z Av;, para 1 < 7 <ny Aé€eR, fijo. Determine el conjunto
i=1

S = {AeR|p eslinecalmente independiente}

Solucién: El punto aqui es determinar el conjunto S, y para ello debemos conocer las caracteristicas de los
elementos de él. Asi que

AES <= X e€R A [ es linealmente independiente
<— MER A [qqwy + cows + -+ cpw, =0y = ¢1 =co = ¢, =0] ()

Luego, la condicién (x) es la que debe ser analizada en profundidad.

En primer lugar observamos que

w, = )\Ul
Wy = AU+ Avg
Wy, = Avi+Avg+ -4+ Ay,

En segundo lugar, con el resultado obtenido encima podemos escribir:

cqwi + cows + - + cuwy, =0y <= 1Ay + ca(Avg + Avg) + -+ ep(Avg + Avg + -+ 4+ Avyp,) = Oy
— (At A+ F e v+ (A +esA+ -+ epA)vg + -+ +
(Cn—1 A+ cpA\)vp—1 + cpAvy, = Oy
A+ A+ N+ (A +esA+ - +epd = 0

62/\+C3>\+“'+Cn/\ =0

— ] )
Cn—l)\ + Cn)\ =0
Cp\ = 0

En tercer lugar, observamos que (xx) se verifica porque « es un conjunto linealmente independiente en V' y
ademds del andlisis de las ecuaciones del sistema, para que se verifique (x) sigue que

A£EO0NcL,=¢ch1=--=¢c1 =0
Conclusién: S =R — {0}

Sea V un R espacio vectorial tal que dimg(V) =3, y a = {v1,v2,v3} C V. Demuestre que

« linealmente independiente en V = « es una base de V

Solucién:
[a] Como sabemos, un conjunto de vectores es una base si es simultdneamente un sistema de generadores, y
linealmente independiente

[b] En este caso, como « es por hipdtesis linealmente independiente entonces sélo resta mostrar que « es
un sistema de generadores, es decir para cada vector v € V existen escalares cj,ca,c3 tales que
V = C1V1 + C2V9 + C3V3

[c] Ahora, si u € V es cualquier vector entonces 3 = {v1,v2,v3,u} es un conjunto linealmente dependiente,
caso contrario dimg(V) > 3, por tanto, existen escalares aj, as,as,ay no todos nulos tales que

a1v] + agve + azvsy + aqu = Oy <= aqu = —a1v1 — agVy — a3v3
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[d] Siay4 = 0 entonces ajv; 4 agve +aszvs = Oy y, a no es linealmente independiente, contrariando la hipdtesis.

Asiqueay #0y
—a1v1 — GaV2 — azv3

u g
a4

a a a
a4 a4 ay4
= c1v1 + cov2 + c3v3 ( donde, ¢; = <—ﬂ> 1= 1,2,3>

Conclusién: Si a es un conjunto linealmente independiente y dimp(V) = 3 entonces a es un
sistema de generadores y entonces una base.

[4] SiW = {(z,y,2,t) | z + 2y — 2 = 0} < R* entonces respecto del producto interno usual de R* determine,
[a] Una base ortogonal de W

Solucién: En primer lugar, determinamos una base para W, y para ello usamos ”la técnica de los
generadores”. e.e.
ueW <«— wu=(x,y,2,t) N x+2y—2=0
— u=(v,y,2,t) N z+2y=z
— u=(z,y,z+2yt) (z,y,t) € R3
<~ u=(zr,0,2,0) + (0,y,2y,0) + (0,0,0,¢)
<~ wu=1x(1,0,1,0) +y(0,1,2,0) + ¢(0,0,0,1)
Luego W = ({(1,0,1,0),(0,1,2,0),(0,0,0,1)}) y dimg(W) < 3. Pero
x(1,0,1,0) + y(0,1,2,0) +¢(0,0,0,1) = (0,0,0,0) = (z,y,z + 2y,t) = (0,0,0,0) =z =y=t=0
Asi que, dimg(W) =3y a = {(1,0,1,0),(0,1,2,0),(0,0,0,1)} es una base de W
En segundo lugar, observamos que « no es una base ortogonal, pues
((1,0,1,0),(0,1,2,0)) = 2
((1,0,1,0),(0,0,0,1)) 0
((0,1,2,0),(0,0,0,1)) = 0
Asi que aplicamos el proceso de Jorgen Pedersen Gram y Erhard Schmidt , o mejor conocido como

proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt, para obtener una base ortogonal, a partir de la base «, y
en consecuencia, sea

uy = (1,0,1,0)
((1,0,1,0),(0,1,2,0))

L= (0.1,2.0) —
Y2 (0,1,2,0) ((1,0,1,0),(1,0,1,0))

2
(1,0,1,0) = (0,1,2,0) — 5(1,07 1,0) =(—-1,1,1,0)
uy = (0,0,0,1)
Luego, una base ortogonal para W es
o = {(1,0,1,0),(-1,1,1,0),(0,0,0,1)}
Ya que,

((1,0,1,0),(~1,1,1,0)) =
((1,0,1,0),(0,0,0,1)) = 0
((-1,1,1,0),(0,0,0,1)) =



[b] La proyeccién ortogonal, Py de R* sobre W

Solucién: Usando la base o, definimos la proyeccién ortogonal, como de costumbre, e.e.
Py :R*'+— W
Tal que

w?y? Z7t
1,0,1,0

,(1,0,1,0
,(1,0,1,0
(
(

Pw(z,y,2,t) = )(1,0,1,0)+ <<<(w’y’z’t)’(_1’1’1’0)> )(—1,1,1,0)+

(-1,1,1,0),(-1,1,1,0))

':U7y7z7t
1
0,0,0,1),(0,0,0, 1 >(0’0’0’ )

(
(
- (‘r + z) (1,0,1,0) + <M> (—1,1,1,0) + £(0,0,0,1)
(
(

,(0,0,0,1

)
)
)
)

~—_ [ — | —

2 3
r+z x—y—z —r+yt+zr+z —x+y+z
t
2 * 3 ’ 3 T2 + 3 ’>

3x+324+2r-2y—22z —v+y+z 3x+32—20+2y+22 t)

6 ’ 3 ’ 6
B ox—2y+z —x+y+=z 3:+2y—|—5zt
B 6 ’ 3 ’ 6 ’

Ahora, verificamos la eficacia de nuestro trabajo, usando la propiedad Py(u) = u <= u € W.

1 —1+1 1
Pu(1,0,1,0) = (2L ZLELIES 0 0100 ok
6 3 6
—-5—-241 14141 —-14+2+5
R}y(—l,l,l,O) = T ) ik 9 e 70 :(_1717170) OK
6 3 6
000
P 1) = — =, =,1] = 1 K
W(070707 ) <673767 > (070707 ) O

[c] La distancia de (z,y, z,t) € R* a W, es decir d((z,y, z,t), W)

Solucién: Aplicamos directamente la definicién, y obtenemos que

d((x,y,z,t),W) = H(x,y,z,t)—Pw(ac,y,z,t)H
ox—2y+z —x+y+z r+2y+ 52
B
6 3 6
B <6x—5w+2y—z Jy+x—y—2z 6z2—x—2y—>52 O>H
6 ’ 3 ’ 6 ’
B <w+2y—z T+2y—2 —x—2y+=z 0>H
6 ’ 3 ’ 6 ’
= ||(z+2y—2) <l,l,—l,0>H
63 6
= M(l’z’_l’o)H
6
= ? |z + 2y — 2|

Finalmente comprobamos usando la propiedad d((z,y,z,t), W) = 0 <= u € W. Lo que en este caso es
claro, porque la condicién para que u = (x,y, z,t) € W es justamente que z + 2y — z = 0



