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x
[1] SiW = y | eMgBx1)|xz+y—2=0,,y definimos en Mg(3 x 1) la relacién
z
X1 X9 X1 — T2
yi | R owe = | -y |EW
zZ1 z9 Z1 — 22

entonces demuestre que
[a] ;R es una relacién de equivalencia
Solucioén.
Debemos mostrar que R es una relacién de equivalencia, es decir que es una relacion Reflexiva, simétrica y transitiva

entonces propongo el siguiente camino para conseguir el objetivo:

[i] Podemos observar que de la definicién de R sigue que

T T2 Ty — 22

Y1 R Y2 <= Y1 — Y2 ew

21 <2 21 — k2
= w1—T2+ty1—y2— (21 —22)=0
— T1—224+y1—yY2—21+22=0
= T1+Y -z =T2+ Y2 — 22

Asi que la conclusién de este andlisis es que

T €2
Y1 Rl |<=ntpn-—2n=22+y2—2 (1)
z1 Z9

[ii] Para ver que R es reflexiva observamos que |V

)

INEINSI

T

Y

z
" T T
r+y—z=z+y—z<== |y |R| v
z z

Luego, R es una relacién reflexiva

[iii] Para ver que R es una relacién simétrica observamos que de (1), sigue que:

T1 €2 2 Z1
Y1 R Y2 & ity -a=rntp-n=>rntp-n=x1t+tn-—za=| 2 |R|{ n
Z1 22 Z2 <1

Por tanto, 3 es una relacién simétrica
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[iv] Finalmente para verificar que la relacién R es transitiva, vemos que si

X X9 i) T3
Y1 R Y2 A Y2 R Y3 < X1+Y1—21=X2+Y2— 22 ANT2+Y2— 22 =23+ Y3 — 23
21 22 22 Z3

— T1t+y1—2n1=x3+Y3s— 23

x1 €r3
= yi | R y3
21 z3

Por tanto,  es una relacién transitiva, y después de los resultados anteriores tenemos que R es una relacién
de equivalencia.

0 0 0
[b] W= 0 |,donde [ O | esla clase de equivalencia de [ 0
0 0 0
En efecto
T 0 T x 0
y el O — y | eMg@xDA|l v |R| O
z 0 z z 0
x
= y | eMr@Bx)Az+y—2=04+0-0
z
x
= y | eMrBx)Az+y—2=0
z
x
— Y ew
z

o

Luego, W= | 0

o

[2] Si f:R?2+— R? tal que f(x,y) = (2 + 3y, \x + y + 1) entonces determine el conjunto

S = {AeR]|f esuna funcién inyectiva}

Solucién: Procedemos de la forma natural con la que se analiza a los elementos de un conjunto, e.e.

AeS <= XeRA f esuna funcién inyectiva
<~ MeRA[f(a,b) = f(c,d) = (a,b) = (¢,d)] (Observen que f no es homomorfismo de grupos)
— ANeRA[2a+3b,Aa+b+1)=(2c+3d,Ae+d+1) = (a,b) = (c,d)]

2a + 3b 2¢ + 3d B
= AERA Xa+b+1 retdt+1 | @b =(cd ()

Esta es la condicién a estudiar



Entonces estudiemos el problema descrito en ()

2a + 3b = 2¢+3d . 2a+3b = 2c+3d . (1) 2a4+3b = 2c+3d
Aa+b+1 = Ae+d+1 Aa+b = A+d (2) 3Xa+3b = 3Ac+3d

QM 330 — 24+ 0b = 3Ac — 2¢+ 0d = (31 — 2) = (31 — 2)

= (a—-c)BA—-2)=0=(a—¢c)=0V(BA—-2)=0

2
= a:c\/)\:§

Por tanto, para que a = ¢ en forma indeclinable debe cumplirse que A # %, y en tal caso sustituyendo en (1) tenemos
que también se verifica que b =d y f es inyectiva

Luego de (%), sigue que

2
S = {MeR] f es una funcién inyectiva} = R — {5}

Como siempre podemos comprobar nuestro resultado, observando que si A = % entonces nuestras ecuaciones centrales
(1) v (2) se transforman en

(1) 2a+3b
(2) 2a+3b

2¢ + 3d
2¢ + 3d

‘ ( Infinitas soluciones para el sistema)

' a b\ [(a+b+c a—-b+2c
[3]SeaT.MR(2)>—>MR(2)talqueT<C d)—(a_bﬂ c+d )

[a] Demuestre que T es un isomorfismo de grupos

En efecto:
[i] Mostramos que T es un homomorfismo de grupos.(esto es esencial en la definicién de isomorfismo)
Para ello comenzamos escogiendo A € Mg(2) y B € Mg(2) para mostrar que

T(A+B) = T(A)+T(B)
En consecuencia.
AcMg(2) < A= < a1 b >
C1 dl
BeMg(2) < B= ( az by )
C2 d2
Luego,
ar+az by +b
TA+B) = T
(A+B) <01+02 d1+d2)
_ (a1 +a2+b1—|—b2—|—61 —|—02) (a1—|—a2 — (b1—|—b2)—|—2(61 +02))
B (a1 + a2 — (b1 +b2) + 1+ ¢2) (c1 +ca+di +da)
B (a1+a2+b1+b2+61+62) (a1—|—a2—b1—b2—|—201+202)
B (a1 + a2 — b1 —ba+c1+¢c2) (c1+co+di +do)
. (a1+b1+cl+a2+b2+02) (al—b1+2cl+a2—bg+202)
N (a1 —bi+c1+az—ba+c2) (c1 +di+c2 + do)
_ ( (a1+b1+01) (a1 —b1+201) > i < (a2+b2+02) (a2—52+202) )
(a1 — b1+ c1) (c1 +dr) (ag — ba + ¢2) (c2 + d2)
= T

(o )er(e )
= T(A)+T(B)

Asi que T' es un homomorfismo.



[ii] Estudiemos su inyectividad, a través de su nicleo.

Acker(T) <= AecMgr(2) AN T(A) = Oy

a b a b 0 0

= ( d)eMR(Q) A T(C d):(o 0)
a b a+b+c a—b+2¢c\ (0 0

= (c d)EMR(Q) A (a—b—i—c c+d >_<0 0>

) a+b+c = 0

a—b+2¢c = 0

0

0

(1
a b (2)
- (c d)EMR@) : 8; a-bte =

(%)

Ahora estudiemos el sistema planteado en (x)

at+b+ec

(1) 01 5
(2) a—b+2e = 0 =0 _ (5) a+b = 0| 4=y
() a=b+c = 0] @ ,_ (6) a=b = 0]6G=O ,_,
(4) c+d =0
Conclusién de este item: de () sigue que
Acker(T) <= a=b=c=d=0
Luego
00 . . .
ker(T) = 0 0 ( vy en consecuencia T es inyectiva)

[ii] Estudiemos su inyectividad, a través de su Imagen. Sabemos que
T Sobreyectiva <= Img (T) = Mg(2) < Img (T) C Mg(2) A Mg(2) C Img (T (%)

Como T es una funcién entonces se verifica naturalmente que Img (7') C Mg(2), asi que sélo resta mostrar
que Mg(2) C Img (7). e.e. debemos resolver en Mg(2) la ecuacién T(X) = A, para A € Mg(2) dado. Con
esto en mente entonces nos preparamos:

SjA_(Z Z)eMR@)esdadoyX_(x g ) entonces

(1) z4+y+2z = a
(2) z—y+2z = b i Oy
3) r—y+z = ¢ 4,
(3) y = t=d—b+ec
(4) z+t = d
(5)+(6)  a—2b+3c
6) z—y = —b+2c |B=© y = a—c

Luego,

z a—2b+ 3¢ a—c
(R
z ( b=c d—b+ec



a—2b+ 3¢ a—c
rX) =T 2 2
b—c d—b+c

a—2b+3c a-—c a—2b+3c a-—c

5 + 5 +b—c > - +2b — 2¢
—2b+3 -
a-tde _a—c . b—ctd—bte

2 2
a—2b+3c+a—c+2b—2¢ a—2b+3c—a+c+4b—4c

2 2

a—2b+3c—a+c+2b—2¢c b—ctd—bte

2
2a 2b
2 2 <a b>
o 9 “\ec d
* g
2
Por tanto
a—2b+ 3c a—c
a b
T 2 2 = (C d)
b—c d—b+c

Y T es sobreyectiva y por ende un isomorfismo
[b] Determine 71

Como T es biyectiva entonces del punto anterior sigue que 7! existe vy es definida por

a—2b+ 3c a—c
—1 a b
T (C d) = 2 2
b—c d—b+c¢

[4] Si T :R? — R? es una funcién que satisface simultdneamente las propiedades:

[a] T es un homomorfismo no nulo, y
[b] ToT =0, es decir (T oT)(u) = (0,0) (Vu;u € R?)

Entonces demuestre que T no es inyectiva, (es decir demuestre que ker(T') # {Og2})
Solucién

Observamos las siguientes etapas:
[a] Como T es un homomorfismo no nulo entonces existe (z,y) € R? tal que (z,y) # (0,0) y T(x,y) = (a,b) # (0,0)

[b] Como (T oT)(u) = (0,0) (Vu;u € R?) entonces en particular (T o T)(z,y) = (0,0). Asi que

(0,0) = (T oT)(z,y) =T(T(x,y)) = T(a,b) = (a,b) € ker(T) A (a,b) # (0,0) = ker(T) # {Og=2}

Conclusion T no inyectiva.



