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[1] Dado el sistema lineal

r + y + =z =1
2 + 3y + kz = 3 (%)
r + ky + 3z = 2

Determine usando el teorema del rango el conjunto

S = {k € R | (%) No tiene solucién}

Una forma de solucion:

Etapa 1. Ingresamos al conjunto S

keS = k € R A (%) No tiene solucién dnica
1 1 1 T 1
— keR A 2 3 k y | =1 3 No tiene solucién
1 k 3 z 2
T del 1 1 1 11 1 |1
EE™ LeRAp| 2 3 k | #£p| 2 3 k| 3
1 k 3 1 k 3 | 2
A (AlB)
Etapa 2. Calculamos p(A|B) a través de operaciones elementales:
111 | 1 11 1|1
2 3 k | 3 ((Z;__:l;__%ll)) 0 1 k-2 | 1
1k 3 | 2 sl 0 k-1 2 | 1
1 0 3-k 0
(h = b~ 1) 01 k-2 { 1
(s =& = (k= Di2) 00 3k—k> | (2—Fk)

Ahora, analizamos las situaciones posibles para (A|B)

Si 3k —k?=0entonces k=0 V k=3y p(A) =2 # p(A|B) = 3. Luego, en este caso () no tiene solucién, es decir 0 € S,
3€8

Si 3k — k? = 0 entonces p(A) = p(A|B) = 3. Luego, en este caso (*) tiene solucién tnica.

Asi que, S = {0, 3}

[2] Si W = {p(z) =ao + a12 + a2 + a3z® | ap — 2a1 — az +az = 0 A ap + a1 + az + a3 = 0} C R[] entonces
[a] Demuestre que W es un subespacio de Rs[z]

Usaremos la técnica que provee los generadores del candidato a subespacio, y para ello procedemos como sigue:

LCada problema vale 1.5 puntos
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Luego,

[b] Determine dimg (W)

a0+a1:c+a2:c2+a3:c3/\ao+a3:2a1+a2/\
2 3 1
p(x) = ap + a1z + agz® 4+ azx” Nag + az = §a1 Aag =
2 3 1
p(:L') =ag + a1x + axx” + azx” Nas = —ag + 5(11 Nag =
3 9 1
p(z) =ao+ a1z + f§a1 74+ | —ag + §a1

3 1
p(z) = ap + a17 + (—§a1) 2% — apr® + zarz®

p(z)

3 1
:ao(l —x3) +ay (.ﬁ- §I2 + -z

2

2

a
=a0+a1$+a2$2+a3x3/\a0+a3=2a1—|—a2/\a0+a3:
a

0+a1$+a2$2+a3x3/\a0+a3=2a1—|—a2/\a0—|—a3=

ap + asz =

——a
51

——a
y0

3) :(aOER/\al ER)

= (-2 -5+ 1)) <Riln) (0

—ap — az

—a1 —as N2a1 + as =

—a1 —ag Nag =

>z3:(a0€R/\a1€R)

(aOERAaleR)

0+a1$+a2$2+a3x3/\a0—2a1—a2+a3:O/\a0+a1+a2—|—a3=0

—a] — a9

——a
51

Del resultado obtenido en (*), sabemos que dimg (W) < 2, pues a = {1 — 2% x — 23} es un sistema de generadores para
W. Por tanto si « es linealmente independiente entonces dimg (W) = 2, caso contrario, o sea « linealmente dependiente,
dimg (W) = 1. (Ya que todo vector no nulo es linealmente independiente) entonces procedemos a estudiar al conjunto
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Asi que « es linealmente independiente y por tanto dimg (W) = 2

[3] Sien el espacio de matrices Mg (4 x 1) definimos el producto interno

Y consideramos el subespacio W =

definido en (1). Determine

[a] Una base ortogonal para W

ai b1

SR R

> = a1b1 + azbs + asbs + asby

EMr(4x1)|z—2y+2z—t=0

Iniciamos el protocolo determinando un sistema de generadores de W:

AceW «— A=

T
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z
t
T
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T —2y+z
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€ MR(4 X 1)

ANz eRyeR;zeR)

N O = O
= -0 O
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3 b .
3) ORg[x]éa+bz§b12+<—a)m30+0x+0x2+0x3éab0

entonces respecto del producto interno

EMp(Ax1) ANt=x—2y+z

A(z € Ry e R;z € R)

= -0 O
~ —
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Luego
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1 0 0
0 1 0 .
Ahora que o = E ol 1 es una base para W, no cabe duda pues, si
1 -2 1
1 0 0 0 a 0
0 1 0 0 b 0
al , +b 0 +c| = 0 = . = 0 =a=b=c=0
1 -2 1 0 a—2b+c 0

Finalmente procedemos a ortogonalizar o usando el proceso de Jorgen Pedersen Gram y Erhard Schmidt: Sea

1
oo~ |0
= 0
1
0 1
1 0
0 0 '] O 1 0 1 1
_ 1]\ 2 1 o|_[ 1] 20| _ | 1
2= 0 E o[~ | o 2o~ | o
—2 0 1 —2 1 -1
0
1
0 1 0 1
0 1 0 0
0 1 | 0 1 1 {’]1 O 1
0 1 -1 1 1 1 0
V3 = — —
1 1 2 0 1 2 0
1 1 -1 0 1
0 0
-1 1
0 1 1 7%
— 0 +l 1 ,l 0 _ 3
1 3 0 2 0 1
1
1 ~1 1 1
Y una base ortogonal de W es:
1 1 f%
" - 0 1 i
- 0 ’ 0 ’ 1
1
1 ~1 i

[b] Pw : Mg(4 x 1) — W. Es decir la proyeccién ortogonal Py de Mg(4 x 1) en W

Definimos directamente la proyeccién ortogonal como sigue:
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0 - 1
Yy _
Py | 7 = ) 0 1 o |* 1
t 0 1 1 -1 §
3
0 0 1
1
1 -1 1
1 1 f%
Tt 0 r+y—t 1 +—x+2y+62+t 3
2 0 3 0 7 1
1
1 -1 1
1 1
3 . . 3 .
[c] d 6 , W |, la distancia de 6 al subespacio W
1 1
1 1
3 3
Como 6 € W entonces d 6 W1 =0
1 1

[4] Sea V un R espacio vectorial con producto interno {,) y a = {v1,v2,v3} C (V —{0vy}). Muestre que

<’U17 ’U2> =0
(v1,v3) =0 = « es un conjunto linealmente independiente
<U27 V3, > =0

En efecto, aplicando la definicién de independencia lineal tenemos que, para i = 1,2, 3
a1v1 + agve + azvs = 0y = {a1v1 + ague + asvs, v;) = Oy, v;) =
(a1v1,v5) + (agve, v;) + {(asvs,v;) =0y = ai{v1,v;) + az{ve,v;) + as(vs, v;) = Oy
Si i = 1 tenemos que
a1 {v1,v1) + az2(va, v1) + az{vs, v1) = Oy = a1{v1,v1) + a2 -0+ a3 - 0 = Oy = a1 = 0, pues vy # Oy
Si i = 2 tenemos que
a1 {v1,v2) + az(ve, va) + az(vs,va) = Oy = a1 - 0 + az(ve,ve) + a3z - 0 = Oy = az = 0, pues vy # Oy
Finalmente, si ¢ = 3 tenemos que
a1 (v1,v3) + az2(va, v3) + az{vs, v3) = Oy = a1 - 0+ az - 0+ az(vs,v3) = Oy = ag = 0, pues vz # Oy

Conclusion a; = as = ag = 0 y « es linealmente independiente.
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