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(1) Si consideramos la funcién T : R?® — Ra[z] tal que T'(a,b,c) = (a + 2b+ 3¢) + (a — 3b + ¢)z + (a + b+ ¢)z* entonces
demuestre que T es un isomorfismo.

Solucién
Verificamos que T € Lg(R3, Ro[z]). Para ello hacemos lo siguiente:

Si u; € R? y ug € R? entonces p.d.q. T'(us + ua) = T(uy) + T(uz). Asi que

U € R3 < U1 = (al,bl,cl)
Ug € R3 = u2= (ag,bg,CQ)

De donde sigue que

T(up +uz) = T(a1+a2,a1+b1,c1 + c2)
(a1 + ag +2(by + ba) +3(c1 + ¢c2)) + (a1 +ag — 3(by +b2) +c1 +c2)x + (a1 +ag + by + by + 1 + c2)a?
(a1 + ag + 2b1 + 2b2) 4 3¢1 + 3¢2) + (a1 + ag — 3by — 3by + ¢1 + ¢2)x + (a1 + ag + by + by + 1 + ¢) 2
= (a1 +2by +3c1) + (a1 — 3by + c1)x + (a1 + by + 1)z + (az + 2by + 3¢2) + (ag — 3bs + c2)x + (ag + by + co)x?
= T(ay,b1,c1) + T(ag, ba,co)
= T(u1) + T(u2)
Ademas si A € R entonces p.d.q. T (Auy) = AT (uq).
T(Aui) = T(Aay, b1, Aeq)
= (Aa1 + 2\b1 + 3Xc1) 4+ (Mar — 3\by + Aer)x + (Aay + Aby + Aep)z?
= Mag +2b; +3c1) + (Ma1 — 3by +c1))z + (Mag + by + ¢1))2?
= A((ay +2by +3c1) + (a1 — 3by + c1)z + (a1 + by + ¢1)?)
= Ml'(a1,b1,¢1)
= Al(uq1)

Ahora verificamos si T' es un isomorfismo, por ejemplo usando la representaciéon matricial de T" en las bases candnicas:

Donde 8 = {1,z,2?} es la base canénica de R? y ¢(3) = {(1,0,0)(0,1,0)(0,0,1)} es la base canénica de R3 entonces
por definicién de coordenadas

a+2b+ 3c
T(a,b,c) = (a+2b+3c) + (a —3b+c)x + (a + b+ ¢)z* = [T(a,b,c)]5 = a—3b+c
a+b+c
Por tanto,
1 2 3
1 11
Y
1 2 3
det [ 1 -3 1 | =8%# 0= T isomorfismo
1 11
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(2) Si h € Lg(Mg(2),R?) definida por h

{

) = (a—b+ca+b+d,d+ c), y considerando las bases a =

o~ 0 2
S O a o

} de Mg(2) y 8 =1{(1,0,1),(1,1,0), (=2,—1,0)} de R?

o) (0) (G )

(a) Determine la matriz [h]?

Solucién

Por construccién tenemos que la representacién matricial de una transformacién lineal depende de las bases y es
de la forma:

. . b . . .
Ahora si determinamos en general [h ( Z d ﬂ obtenemos en particular las columnas de nuestra matriz. Asi
B

hacer esto es una buena idea.

x
n( @ = v e pf =2(1,0,1) +y(1,1,0) + 2(—2,—1,0)
c d 8 M c d
<~ (a—b+ca+b+dd+c)=(x+y—2z,9y—21)
a—b+c = xz+y—2z B B
<~ a+b+d = y—=z =>z=(d+c)A Z+2+§ B y_iz
d+c = =z = Y
= z=(d+c)Nz=(2b+2d) ANy = (a+3b+3d)
Asi que hemos obtenido que
o b c+d
(e )] = (et} o
B 2b+2d
Luego,
1 -1 1 0
= ()], BCS DL B DL EG L) (2 e
B B B B 2 0 0 O
0
(b) Determine el conjunto U = ¢ A € Mg(2) | [h]2[A]o = | 0



Solucién

0 0
AcU <= AcMgr(2) A RhP[Ala=| 0 | <= AcMr(2) A [R(A)g={ 0
0 0
a b c+d 0
= A:( d)eMR(Q)/\ a+3b+3d | =1 0
¢ 2b + 2d 0
b c+d =0
— A_<“ d)EMR@)/\ a+3b+3d = 0
¢ 2b + 2d =0
a b c+d = 0
= A:( d)eMR(Q)/\ a+3b+d) = 0|=(0+d=0Na=0A(c+d)=0
¢ 2(b + d) 0
a b
= A_<c d)EMR@)/\a—O/\b—c——d
0 —d
== A_<—d d)/\deR
0

) sobre R consideramos el subespacio

a
U= b | eMg(3x1)[2a—3b+c=0
&

Y ademds definimos en € Mg(3 x 1) el producto interno:

aiy b1y
a1 |, | b = a11 - bi1 + 2a21 - ba1 + 3asz1 - b3y (%)
asi b31

entonces respecto del producto definido en ()

(a) Determine una base ortogonal para U

Solucién
a a
AclU = A= b | eMpBx1) A2a—3b+c=0<= A= b | eMg(3x1) A c=—-2a+3b
c c
a a 0
= A= b a€ERADER—= A= 0 ]+ b acRAbER
—2a + 3b —2a 3b
1 0 1 0
— A=a 0O |+0b| 1 aeR/\abER<:>A€< 01,11 >
-2 3 -2 3
1 0
Luego,U—< 0], 1 >§MR(3><1)
-2 3
1 0
Ahora si llamamos o = 0], 1 entonces « genera U y dimg(U) < 2. Pero si hacemos
-2 3
1 0 0 a 0
a 0O ]J+b| 1 |=]0|]= b = 0 |=a=b=0
-2 3 0 —2a + 3b 0

Y « es linealmente independiente, por ende una base para U, y dimg(U) =



Verifiquemos ahora, si « es una base ortogonal respecto del producto definido en (?7?).

1 0
< 0o, 1 >_ 0+2-04+3-(—6)=-18

Como « no es ortogonal entonces ortogonalizamos usando Gram Schmidt, y para ello hacemos

1
A = 0
—2
< 1 0 >
0 1
) 18
0 2 3 (1) 0\ _18 [ 1 s
= —_ 3 —_ - —
3 1 2 13\ o 2
0
-2
18
1 13
Luego, o/ = 01, 1 es una base ortogonal, como se verifica directamente ”haciendo las cuentas”
_9 3
13

(b) Construya la proyeccién ortogonal Py : Mg(3 x 1) — U
Solucién

Aplicando la definicién de proyeccién ortogonal tenemos:

x 1 x %
; 0 01
v < : - > ! < ! 3 > 1
13
Pwl v = . 0 |+ 5 1
P 1 _9 18 3
0 1
3
—9 2
1 18z 9z 8
_ z—-62 0 +1—3+2y+1—3 113
13 9 18 2 3
_ 3 3
i 13
3
13
18
_ oz 62 1 . 18z+?gy+9z 113
18 3
13 _9 (15)2 +2+3(53)2 £l
v — 6s 1 181+$gy+9z 3
= 13 + Soarssstor 1
_9 132 3
13
1 18
r — 6z 18z 4 26y + 9z 13
= o | +— 1
13 53 3
) 3
13
1 1
c) Calcule d 1 U |, la distancia de la matriz 1 al subespacio U.
) ) p
1 1
Solucién
1 1
Como, 1 € U entonces d 1 |,U| = 0. Caso contrario, es decir usted no usa propiedades entonces
1 1

debe calcular directamente, y



Py
1

18
_5 1 53 (1 1
9 3 1

13

(4) Sea V un K espacio vectorial tal que dimg (V) = 3. Sea a = {v1,v2,v3} C V. Demuestre que

B = {v1,v1 + v2,v1 + v2 + v3} es una base de V. = « es una base de V

Solucion

(a) Si queremos mostrar que « es una base entonces para cada u € V deben tener solucién dnica la ecuacién

U = a1v1 + agv2 + azvs (1)

e.e. ai,as,as son escalares Unicos que satisfacen la ecuacién (1).

(b) Como S es una base de V existen unicos escalares ¢y, c2, c3 tales que
u=civ1 + ca(v1 + v2) + c3(v1 + vo + v3) (2)

entonces usando la representacion unica del vector u descrita en (2), podemos hacer lo siguiente:

c1v1 + ca(v1 + v2) + c3(v1 + v2 + v3)
€11 + C2V1 + CoV2 + C3v1 + C3V2 + C3V3
C1V1 + C2V1 + C3V1 + CoV2 + C3V2 + C3VU3
(Cl —+ C2 + 03)1)1 + (02 —+ Cg)’UQ —+ C3U3

(¢) Comparando (3) y (1), (no olvide las condiciones de unicidad existentes), obtenemos que
u=(c1+ ca+ c3)vr + (ca + ¢3)va + c3vs

Asi que, « es un sistema de generadores y como la dimensién de V = 3 entonces es una base.



