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(1) Definido p(z) = z* — 322 + 22 € R[x] entonces
(a) Determine el conjunto
S={acR|p(a)= 0}
Solucién
Etapa 1. Debemos determinar el conjunto S.

Etapa 2. Gestion de la informacion.

(i) Tenemos que estudiar los elementos de S, e.e.
a€S<=acR A pla)=0<=acR A a*—-3a®>+2a=0 (%)
(i) Si p(w) = 2* — 322 + 22 entonces
p(z) =z(2* - 32 +2) = p(0) =0=0€S
(iii) Si lamamos q(x) = 23 — 3z + 2 entonces p(z) = x - q(z) y ¢(1) =13 =3 -1+ 2 = 0. Asi que
p(1)=1-q(1)=0=1¢€S

(iv) En particular como ¢(1) = 0 entonces ¢(z) = (x — 1)h(z), para algin polinomio h(z), el cual podemos ubicar
dividiendo al polinomio ¢(z) por el polinomio = — 1.
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Asf que q(z) = (x — 1) (2* + 2 — 2)
—_———
h(x)
(v) Finalmente, p(z) = z(x — 1)h(x) y como h(x)=(x-1)(x+2) entonces p(—2) = 0y —2 € S. Por tanto

S ={-2,0,1}.
(b) Si'S # @) entonces escriba el polinomio p(z) como un producto de polinomios de grado 1, es decir como un producto
de polinomios de la forma h(x) = ag + a1z conag € Ry a; € R

Solucién
Del punto anterior sigue que p(z) = z(x — 1)%(z + 2)

LCada problema vale 1.5 puntos
Tiempo 120’



(2) Demuestre usando Induccién Matemadtica que la férmula:
F(n): n*4 (n+1)*>+ (n+2)% es divisible por 3 es verdadera (¥n : n € N)
Solucién
Etapa 1. Por demostrar que F'(1) es verdadera.
En efecto
B+(1+1)34+(1+42)2=36=3-12.
Luego F(1) es verdadera.
Etapa 2. Hipdtesis de Induccion

Supongamos que F(n) es verdadera. e.e. existe q, tal que

P+ n+1P+n+2?°=3-¢q (H)

Etapa 3. Tesis de Induccién.

Por demostrar que F(n 4 1) es verdadera, e.e. existe r, tal que

n+1P*+n+2°+n+3°*=3-r

En efecto, como

(n+1)2+n+2>+n+3)°% = 3n°+18n% +42n + 36
Y,
n*+n+1)2+n+2)° = 3n*+9*+15n+9
Dividiendo tenemos que,
3n?+18n2+42n+36 : 3nd+9n2+15n+9 = 1

(-)
3n3 +9n% +15n+9

In? +27n + 27

Luego,

n+12+n+23+nm+3° = 1-B3n®>+9n2+15n+9) +9n>+27n+ 27
= 3.q+3-(3n*+9n+9)
= 3(¢g+3n*+9n+9)

T

Luego, F(n + 1) es verdadera y F(n) es verdadera (¥n : n € N)



(3) Si consideramos A = {a1,as,as, ...} C R tal que verifica simultdneamente las propiedades:

(a) A es una progresién aritmética de diferencia d

n an 2
b) > = %72) (¥n:n € N)
=1

Entonces demuestre que

n
E a; = al-n2
i=1

Solucién

n
Etapa 1. Debemos demostrar que Z a; = ay - n’.
i=1

Etapa 2. Gestion de la informacién
(a) Si A es una progresién aritmética de diferencia d entonces sabemos que

Zai - g(2a1+(n—1)d) (1)

n

. (d + 2a,)? . .
(b) Si Z i = e (Vn;n € N) entonces en particular se verifica para n =1, e.e.
i=1

Pero

1
d + 2a;)? d + 2a;)?
Zai=(+87dal) = a1Z(—:Tal)<:>8da1=(d+2a1)2<:>d2—4da1+4af:0
=1

Asi que,

day + /1642 — 1603
d® — 4day + 402 = 0 = d = 2“1 N — 4 =2a 2)

(¢) Finalmente, sustituyendo (2) en (1) tenemos que:

n

d
;ai = g(2a1+(n—1)d): g(d+(n—1)d):g-nd:n2-§ = n’a,

(4) Sin e N fijoy (1+2z)(1 +2?)" = (ag + a12 + azz? + azz® + - - - ) € R[z] entonces demuestre que

CLO+CL1—3:0

Solucién
Etapa 1. Por demostrar que ag +a; —3 =0

Etapa 2. Gestion de la informacién



(a) Por hipétesis sabemos que,

(1+2$)(1+$2)n = a0+a1x+a2x2 —|—a3x3+... (3)
el desarrollo binomial de (1 + x sigue que
(b) Del d llo binomial de (1 + x2)" sig

(1+a?)" = 1:0 <Z>1n_k(x2)k = zn: (Z) &2k (4)

k=0
(c) Luego, ponderando el resultado obtenido en (4) por (1 4 2z) se consigue que,

n

(1+20)> (Z) 22k

k=0

(14 22)(1 4 z*)"

3 <Z> 2 4o z (k)

k=0 k

@)+ Q) e [ ) () e (B

(d) Asi que, de este nuevo célculo concluimos que

(1422)(1 +2>)" = (g) +2(g)x+ (?>x2+2<?)x3+ <Z>x4+2(g)x5+... (5)

(e) Finalmente de la comparacién de 3 y (5), sigue que

(g) +2(g)x+ <?>x2+2<?>x3+ <Z>x4+2<g>x5+... = ao+ a1z + ax® +azzd + -

Y de ella se obtiene que:
n n
a0=<0):1/\a1=2<0>:2 (6)

(f) Finalmente de (6) se concluye directamente que.

a0+a1—3:O



