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(1.1) Demuestre usando induccién matemdtica que la férmula:

1 1 1 1
F(TL) (14—1)-(14—5)-(14—5)-...-(1—%%)—n—i—l
Es verdadera (Vn;n € N).

Solucién
Por demostrar que F(1) es verdadera

En efecto,
1 1

De donde sigue que F(1) es verdadera.

Hipétesis de Induccién: Supongamos que para algiin m € N se cumple que F(m) es verdadera. Es decir que

(2) () () (1 D) e )

Tesis de Induccién: Por demostrar que F'(m + 1) es verdadera. Es decir, por demostrar que

() o D) (1) (1 2) (10 )
En efecto,
(1+%)-(1+%>-(1+%)-...-<1+%)-(1+%ﬂ> ‘B (m+1)-<1+%ﬂ)

Asi que F(m + 1) verdadera, y entonces F'(n) es verdadera (Vn;n € N)
(1.2) Usando el resultado anterior demuestre que (Vn;n € N):

1 1 1 1 2n+1
T+—)-(1+ 1+ R e =
n n+1 n+2 n+n n

Solucién

n+n

(o) (e ) (e ) o (1) (”1)”~'(1+n11)'(”i)'(ffnil)l'(”nb)*"(”nin)

LCada problema vale 1.5 puntos
Tiempo 120’



12 an el desarrollo binomial

] 8

En primer lugar, aplicando el teorema del binomio tenemos que:

(2) Determine el término que contiene x

Solucién

Asi que,

1 6 3 1 ® _ 1 6 ° k 8—k 8 24—6k
SHl+at) (22— =) = (G +1+a kz_o(—1)-2 )2

8

Stk (ot S (1) 2k ($)oes + S (C1)f 2k (5)om
k=0

k=0 k=0

Para obtener el término que contiene x'? debemos resolver las ecuaciones.

18—6k=12<= 6k=6k=1
24-6k=12<= 6k=12k=2
30-6k=12«= 6k=18 k=3

Asi que, el término pedido es

o (e Qe (- (202 () 0)

(3) En el conjunto R — {0}, se define la relacién R como sigue:

T 2°
rRy<= @m;meZ)3s;s €Z): — = 3m
Y
Muestre que R es una relacién de equivalencia.
Solucion
R es una relacién de equivalencia, si y solo si, es una relacién refleja, simétrica y transitiva:

e Para ver la Reflexividad hacemos lo siguiente:

Dado xz € R — {0}, tenemos que £ = 3—2, xRz, Ve € R— {0} y R es refleja.

xT
e Para estudiar la Simetria, suponemos que xRy

25

2Ry = (Bmym e Z),(3s;s €Z): g T
y 3"

= (@mym € Z),(3s;s € Z): T o

—  (3(—m); (—m) € Z), (3(—s); (—s) € Z) : %

Luego, yRx, y R es un relacién simétrica.



e Para estudiar la Transitividad, suponemos que zRy A yRz

Ry NyRz = |(Fms;m € Z)(3s;s € Z) : g B ??_’j " {GM SEEfeD): % B ?5_];]
— -(EmmEZ)(EssEZ)(EllEz)(HffEZ) g y:;_m23_f:|
- I 2s+f
= |@(m+1);meZ)3(s+ f)is € L) W]

Luego, xRz, y N es una relacién simétrica. Como R es refleja, simétrica y transitiva, entonces es una relacién de
equivalencia.

(4) Dada la funcién h : R® — Ry[z] tal que h(a,b,¢) = (b—a) + (b — \a)x + (c — a + a)x?

Determine el conjunto
S = {(\,a) € R? | h sea un Isomorfismo}

Solucién
Recordamos que h es un isomorfismo si y solo si es un homomorfismo biyectivo, es decir, inyectivo y sobreyectivo:

(a) Para que se cumpla la idea de Homomorfismo deberia suceder lo siguiente:
[ul eR3A U € RS] — [h(u1 + u2) = h(ul) + h(u2)]

Luego, si u1 = (a1,b1,c1) € R y ug = (ag, by, c2) € R3 entonces

h(us +u2) = h((a1,b1,c1) + (az, b2, ¢2))
= h(ay + az,by + ba,c1 + c2)
= [(by +b2) — (a1 + a2)] + [(b1 + bz) May + a2)]z + [(e1 + c2) — (a1 + az) + o] 2°
= [(by —a1)+ (bz —a2)] + [(b1 — Aay) + (by — Aaz)] 2 + [(c1 — a1) + (co — as) + a] 22
— [ by —ai) —Aa1)z + (e1 — al)x ] + [(bg —ag) + (b — Aaz)x + (cg — ag)x2] + az?
Por otra parte,
h(ui1) = (a1,bi,c1) = (by —ay) + (by — Xar)z + (c1 — a1)z? + az?
h(uz) = (ag,ba,ca) = (by —az) + (by — Aag)x + (c2 — az)z? + ax?
Luego,
h(ui) +h(ug) = (b1 —a1) + (b1 — Aar)z + (c1 — a1)a® 4 (by — az) + (b2 — Aaz)x + (co — ag)x? + 20>
Por tanto

h(uy + ug) = h(uy) + h(ug) <= 202° = az? <= a =0

Finalmente, h es un homomorfismo (V(A,0); A € R)
Solucién Alternativa para esta parte,

h homomorfismo = h(0,0,0) = 0 + 0z + 0x>
= (0-0)+(0—X-0)z+ (0—0+a)z® =0+ 0z + 0z’
= 0+ 0z+ ax? =0+ 0z + 02°
= a=0



(b) Para estudiar la Inyectividad, hacemos uso de la condicién de que o = 0, y entonces ”tenemos derecho” a analizar
el ker h:

u€ckerh <= u€R>AI(u)=0g,y
<~ u=(a,b,c) €R*Ah(a,b,c) =0+ 0x + 0z*
— u=(a,b,c) eR*A(b—a)+ (b—a)x+ (c—a+a)z* =0+ 0z + 0>
—

b—a = 0

u=(a,b,c) ER?A b—Xa = 0
c—a = 0

b = a

= u=(a,bc) ER*N (1-Na = 0
c = a

— u=(a,b,c) eR*AN(a=b=c)A(a=0VA=1)
Ahora, si A =1 entonces a € Ry ker(h) = {(a,a,a) | a € R} y h no es inyectiva.

Asi que

h inyectiva <= ker(h) = {(0,0,0)} <= A # 1

(c¢) Para estudiar la sobreyectividad suponemos que @ = 0 y A # 1 y verificamos las condiciones para que dado
cualquier p(r) = ap + a17 + a2z? € Ry[z] tenga solucién en R3 la ecuacién h(u) = p(x)
Pues bien supongamos que u = (a, b, ¢) es un candidato a solucién y estudiemos su viabilidad.

h(a,b,c) = ap + a1z + asax® <= (b—a)+ (b—Xa)x + (c — a+ @)z = ap + a1z + asa?

(1) b—a = ap Do
= (2) b—Xa = am (g)()\—l)azao—al
3) c—a = a2
ag — a1 ag — a1 ap — a1
— = Ab= Ac =
T WENTT Mt
Asiqueexisteuz(a?\:?l,ao a;:?l,ag a?\:olbl)eR‘o’ tal que h(u) = p(x), es decir.
h<a§:cll1,ao a;:ibl,ag—kag\:clll)_a0—|—a1x—|—a2x2

De esta forma, h es un isomorfismo, si y solosi, a =0y A #1y

S = {(\,a) € R? | h sea un Isomorfismo} = (R — {1}) x {0}



