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[1] Dado el sistema lineal

(1 — a)xl — To + Trs = 0
23)1 + (2 - a)l’g + 23)3 =0 (*)
r + g + (1—a)zz = 0
Determine el conjunto
S = {a € R | (%) tiene infinitas soluciones}

Solucién
Etapa 1. (%) tiene solucién tinica <= p(A) < 3

Etapa 2. Escalonamos A.

(1—a) -1 1 o 0 —2+4+a 1—(1—a)?
1 1 (1—a) SR 11 (1—a)
Caso 1. a = 0 entonces Ag se transforma en
0 -2 0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 -2 0 0O 0 O

Luego, 0 € S

Caso 2. a # 0 entonces en Ag hacemos operaciones elementales

[0 —2+a 1—(1—a)? 11 (1—a)

—a a (L < 13) _ (L &1 — 1)
RN e N PP RUB ARG TD
[1 0 (3—a)

0 1 )
00 (1-(1-a)*+2(a—2)

En este caso, (%) tiene solucién si y sélo si (1 — (1 —a)? + 2(a — 2)) = 0. Pero,
1-(1-0a)*+2@—-2)=0 < (a—2)=0<=a=2
Asi que S = {0,2}

ICada problema vale 1.5 puntos
Tiempo 120’



2] En Ry[z], si definimos el producto interno (p(z),q(z)) = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2) y
W = {p(z) € Ry[z] | p(0) = p(1) + p(—1)} entonces

(a) Demuestre que W < Ry[z]
Solucién

En primer lugar, si p(x) = 0+ 0z + 0% entonces p(z) € Rq[z] y
p(1)+p(=1) = (0+0-1+0-1*)+(0+0-(=1)+0-(=1)%
= 040
= 0+0-0+0-0
= p(0)
Luego, p(z) =0+ 0z + 022 € Wy W £ ()
En segundo lugar,

plx) e W <= p(x) € Ryfz] A p(0) =p(1) + p(—1)

(z)
< p(x) =ap+ arx+ax” A ag = (ag + ay + az) + (ag — a; + as)
> p(r) =ag+ar+ax® A ag = 2ay + 2as
> p(r) =ag+ar+ax® A ag = —2ay
— p(r) =20y +ax+ax* Aag ERAay €R
— pa)=amzr+ay(2* —2)Aay ERAay €R
= pa) € ({2,2* - 2})

Asi que
W = ({z,2% - 2}) < Ry[7]
(b) Determine una base ortogonal respecto del producto interno definido encima, para W

En primer lugar, debemos verificar si @ = {z, 2% — 2} es o no es una base para W. Por
lo pronto ya es un sistema de generadores W, asi que sélo resta estudiar su independencia
lineal.

ax +co(r? —2) =040z + 022 = —2¢5 + 170 + c2° = 0+ 0z + 0x?
= cp=c; =0

Luego a es una base para W.

En segundo, debemos verificar si « es o no una base ortogonal.
(£,7* —=2)=0-(0*—-2)+1-(1*=2)+2-(22=2) =0+ (-1)+4=3

Por tanto, debemos ortogonalizar la base «, aplicando Gram Schmidt.

Si v] = x entonces
22 3
@ -2a) 2 5 3
(z, ) 5

Luego, o = {x, -2 — g:c + x2} es una base ortogonal para W.

vh=a>—2—



En efecto

<I,—2—§:E+x2> — 0(—2)+1(—2—§+1)+2(—2—g+4)
- (=5)+(-%)
-+~ (3)

=0
rT+y-+z
3] Sea T : R3 — M(3 x 1) tal que T'(z,y,2) = | ©—y+ 2z |. Demuestre que T es un isomor-
r—z
fismo.
Solucién

Etapa 1. P.d.q. T € Lg(R?* Mg(3 x 1))
Sean u = (71,y1,21) € R y v = (12,2, 20) € R®. P.d.q. T(u+v) =T(u) +T(v)
Ty + Ty + Y1t y2+ 21+ 2

Tu+v) = T(w1+z,1+Ys21+22)=| v1+z2— (1 +y2) + 21 + 20
ZL’1+1’2—(21+22)

T+ 2o+ +Y2+ 21+ 2 T+ + 2 To + Y2+ 22
= T1+To—y1—Yot2z1+2 | =| T1—y1+21 | +| T2—Y2+ 29
X1+ Xy — 21 — 29 T — 21 Lo — 29

= T(x1,y1,21) + T(x2,y2, 22) = T(u) + T(v)

Sean u = (71,y1,21) € R® y A € R. P.d.q. T(\u) = T (u)

)\LL’l +)\y1 —|—)\Zl )\(l’l + y1 +Zl)
T(Au) = Tz, Ay, Az1) = | A=A+ Az | = Moy —uy + 21)
A\t — Az Axy — 21)
1+ Y1+ 2
= A 1 — Y1 + z1 = >\T($1,y1, Zl) = )\T(u)
r1 — 21

Luego, T € Lg(R3, Mg(3 x 1))

Etapa 2. Como dimg(R?) = dimg(Mg(3 x 1)) = 3 entonces sabemos que T inyectiva si y
sOlo si T' sobreyectiva. Asi que



u€ker(T) <= u€R*AT(u) = Omyx)
— u= (l’, Y, Z) S R® N T(l’, Y, Z) = OMR(le)

rt+y+z 0
u=(r,9,2) ER*A| 2—y+2 | = 0
T —z 0

<~
— u=(1,9,2) ER*ANr=2=9y=0
~— u=1(0,0,0)

Luego, ker(T") = {(0,0,0)} y T inyectiva, y por lo afirmado encima 7" es un isomorfismo.

[4] Sea T' € Lg(V) y a = {vy,v9,v3} C V tal que V = ({v1,v2,v3}). Demuestre que

T sobreyectiva = V = ({T'(v1), T(v2), T(v3)})

Solucién

e Siu €V entonces como T' € Lg(V) y es sobreyectiva entonces existe w € V tal que

T(w)=u (1)

e Esta es la idea clave, pues como w € V y este a su vez es generado por o = {vy,vs,v3}
entonces existen escalares a1, as v az tales que

W = a1V + GV + asvs (2)

e Sustituyendo, el valor de w en (2) en (1) obtenemos que
u = T(w)

= T(avy + agve + agvs) = u € ({T(v1),T(v2), T(v3)}) (3)
= alT(vl) + CLQT(’UQ) + CL3T(’U3)

Por tanto hemos demostrado que

V C ({T(v1), T(v2), T(v3)}) (4)
e Finalmente como, T' € Lg(V) y v; € V para i = 1,2, 3 entonces T'(v;) € V para i =1,2,3,
lo que significa que

{T(01), T(v2), T(vs)}) CV ()
Asi que de (4) e (5) sigue que

V= ({T(v1),T(v2),T(v3)})



