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[1] Si considera en R2[x] las siguientes bases

α = {x, x2, x2 − 1} y β = {x− 1, x+ 2, x2 − 1} entonces

(a) Determine [I]βα

(b) Encuentre [I]βα[x
2 + x+ 3]α

Solución: Calculemos Primero [I]
β

α =
(

[x]β ,
[

x2
]

β
,
[

x2 − 1
]

β

)

[x]β = a(x− 1) + b(x+ 2) + c(x2 − 1) = 2b− a− c+ (a+ b)x+ cx2

2b− a− c = 0
(a+ b) = 1

c = 0
, Solución es:

[

a = 2
3 , b =

1
3 , c = 0

]

[

x2
]

β
= a(x− 1) + b(x+ 2) + c(x2 − 1) = 2b− a− c+ (a+ b)x+ cx2

2b− a− c = 0
(a+ b) = 0

c = 1
, Solución es:

[

a = − 1
3 , b =

1
3 , c = 1

]

[

x2 − 1
]

β
= a(x− 1) + b(x+ 2) + c(x2 − 1) = 2b− a− c+ (a+ b)x+ cx2

2b− a− c = −1
(a+ b) = 0

c = 1
, Solución es: [a = b = 0, c = 1]

Luego la matriz cambio de base es: [I]
β

α =





2
3 − 1

3 0
1
3

1
3 0

0 1 1





Aśı para encontrar [I]
β

α

[

x2 + x+ 3
]

α
(

x2 + x+ 3
)

= ax+ bx2 + c(x2 − 1) = bx2 − c+ cx2 + ax

−c = 3
a = 1

b+ c = 1
, Solución es: [a = 1, b = 4, c = −3]

Luego
[

x2 + x+ 3
]

α
=





1
4
−3



 y

[I]
β

α

[

x2 + x+ 3
]

α
=





2
3 − 1

3 0
1
3

1
3 0

0 1 1









1
4
−3



 =





− 2
3
5
3
1





[2] Dado el siguiente sistema de ecuaciones:

x = −λ− 1
−x + (λ− 3)y − z = λ

−λx − (λ+ 2)z + (λ+ 1)w = λ

w = −2

(∗)
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Determine los siguientes conjuntos

(a) S1 = {λ ∈ R | (∗) tiene solución}
(b) S2 = {λ ∈ R| (∗) no tiene solución }

Solución:

La matriz ampliada de este sistema es:









1 0 0 0 −λ− 1
−1 λ− 3 −1 0 λ

−λ 0 −λ− 2 λ+ 1 λ

0 0 0 1 −2









Escalonando obtenemos que









1 0 0 0 −λ− 1
−1 λ− 3 −1 0 λ

−λ 0 −λ− 2 λ+ 1 λ

0 0 0 1 −2









l2 ←→ l2 + l1









1 0 0 0 −λ− 1
0 λ− 3 −1 0 −1
−λ 0 −λ− 2 λ+ 1 λ

0 0 0 1 −2









l3 ←→ l3 + λl1









1 0 0 0 −λ− 1
0 λ− 3 −1 0 −1
0 0 −λ− 2 λ+ 1 λ− λ(λ + 1)
0 0 0 1 −2









(∗∗)

Si λ = 3 en (∗∗). Se tiene la matriz









1 0 0 0 −4
0 0 −1 0 −1
0 0 −5 4 −9
0 0 0 1 −2









l2 ←→ −l2









1 0 0 0 −4
0 0 1 0 1
0 0 −5 4 −9
0 0 0 1 −2









l3 ←→ l3 + 5l2









1 0 0 0 −4
0 0 1 0 1
0 0 0 4 −4
0 0 0 1 −2









Luego, el sistema no tiene solución, pues ρ(A) 6= ρ(A|B), es decir 3 ∈ S2

Si λ 6= 3 en (∗∗). Seguimos escalonando, es decir obtenemos









1 0 0 0 −λ− 1
0 λ− 3 −1 0 −1
0 0 −λ− 2 λ+ 1 λ− λ(λ+ 1)
0 0 0 1 −2









l2 ←→
1

λ− 3
l2









1 0 0 0 −λ− 1
0 1 − 1

λ−3 0 − 1
λ−3

0 0 −λ− 2 λ+ 1 λ− λ(λ + 1)
0 0 0 1 −2









(∗ ∗ ∗)

Si λ = −2 en (∗ ∗ ∗) obtenemos que









1 0 0 0 −λ− 1
0 1 1

5 0 1
5

0 0 0 −1 −4
0 0 0 1 −2









Luego, el sistema no tiene solución, pues ρ(A) 6= ρ(A|B), es decir −2 ∈ S2

Si λ 6= −2 en (∗ ∗ ∗) seguimos escalonando

l3 ←→
1

−(λ+2) l3









1 0 0 0 −λ− 1
0 1 − 1

λ−3 0 − 1
λ−3

0 0 1 λ+1
−(λ+2)

λ−λ(λ+1)
−(λ+2)

0 0 0 1 −2








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l2 ←→ l2 +
1

λ− 3
l3











1 0 0 0 −λ− 1

0 1 0 0 −
1

λ−3
+ 1

λ−3

(

λ−λ(λ+1)
−(λ+2)

)

0 0 1 λ+1
−(λ+2)

λ−λ(λ+1)
−(λ+2)

0 0 0 1 −2











l3 ←→ l3 +
λ + 1

(λ + 2)
l4











1 0 0 0 −λ− 1

0 1 0 0 −
1

λ−3
+ 1

λ−3

(

λ−λ(λ+1)
−(λ+2)

)

0 0 1 0
λ−λ(λ+1)
−(λ+2)

− 2 λ+1
(λ+2)

0 0 0 1 −2











Finalmente,

(a) S1 = R− {−2} ∪ {3}
(b) S2 = {−2} ∪ {3}

[3] Si W = {(a, b, c, d) ∈ R
4 | a− b = c+ d} ≤ R

4. Usando el producto interno usual

a) Determine PW .
b) Calcule d((1, 0, 0, 0),W ).

Solución:

Primero debemos determinar quienes son los generadores de W.

u ∈W ⇐⇒ u = (a, b, c, d) ∈ R
4 ∧ a− b = c+ d

⇐⇒ u = (a, b, c, d) ∈ R
4 ∧ a = b+ c+ d

⇐⇒ u = (b+ c+ d, b, c, d) ∧ b ∈ R ∧ c ∈ R ∧ d ∈ R

⇐⇒ u = b (1, 1, 0, 0) + c (1, 0, 1, 0) + d (1, 0, 0, 1)∧ b ∈ R ∧ c ∈ R ∧ d ∈ R

⇐⇒ u 〈{(1, 1, 0, 0) , (1, 0, 1, 0) , (1, 0, 0, 1)}〉

Luego W = 〈{(1, 1, 0, 0) , (1, 0, 1, 0) , (1, 0, 0, 1)}〉
donde {(1, 1, 0, 0) , (1, 0, 1, 0) , (1, 0, 0, 1)} es base de W pero no es ortogonal, por lo tanto debemos ortogonalizarla
recordando el producto interno dado

w1 = (1, 1, 0, 0)

w2 = (1, 0, 1, 0)−
〈(1, 0, 1, 0) , (1, 1, 0, 0)〉

〈(1, 1, 0, 0) , (1, 1, 0, 0)〉
(1, 1, 0, 0) =

(

1

2
,−

1

2
, 1, 0

)

w3 = (1, 0, 0, 1)−

〈

(1, 0, 0, 1), (12 ,−
1
2 , 1, 0)

〉

〈

(12 ,−
1
2 , 1, 0), (

1
2 ,−

1
2 , 1, 0)

〉

(

1

2
,−

1

2
, 1, 0

)

−
〈(1, 0, 0, 1), (1, 1, 0, 0)〉

〈(1, 1, 0, 0), (1, 1, 0, 0)〉
(1, 1, 0, 0) =

(

1

3
,−

1

3
,−

1

3
, 1

)

Luego,

PW (a, b, c) =
〈(a, b, c, d), (1, 1, 0, 0)〉

〈(1, 1, 0, 0), (1, 1, 0, 0)〉
(1, 1, 0, 0) +

〈

(a, b, c, d), (12 ,−
1
2 , 1, 0)

〉

〈

(12 ,−
1
2 , 1, 0), (

1
2 ,−

1
2 , 1, 0)

〉

(

1

2
,−

1

2
, 1, 0

)

+

〈

(a, b, c, d), (13 ,−
1
3 ,−

1
3 , 1)

〉

〈

(13 ,−
1
3 ,−

1
3 , 1), (

1
3 ,−

1
3 ,−

1
3 , 1)

〉

(

1

3
,−

1

3
,−

1

3
, 1)

)

=

(

3a+ b+ c+ d

4
,
a+ 3b− c− d

4
,
a− b+ 3c− d

4
,
a− b− c+ 3d

4

)

Finalmente,

d(1, 0, 0, 0) =

∥

∥

∥

∥

(1, 0, 0, 0)−

(

3

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4

)∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

(

1

4
,−

1

4
,−

1

4
,−

1

4

)∥

∥

∥

∥

=
1

2

[4] Si se consideraW = {A ∈M2(R) |A
t = A} ≤M2(R), M =

(

1 0
-1 0

)

, N =

(

0 0
1 0

)

y definimos T : W → R
3

tal que T (A) = (tr(A), tr(AM), tr(AN)) entonces demuestre que T es un isomorfismo.
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Solución: Observamos que

A ∈W ⇐⇒ A ∈MR(2) ∧ At = A⇐⇒ A =

(

a b

c d

)

∈MR(2) ∧

(

a b

c d

)t

=

(

a b

c d

)

⇐⇒ A =

(

a b

c d

)

∈MR(2) ∧

(

a c

b d

)

=

(

a b

c d

)

⇐⇒ A =

(

a b

c d

)

∈MR(2) ∧ b = c

Luego,

W =

{

A =

(

a b

b d

)

| a ∈ R ∧ b ∈ R ∧ d ∈ R

}

=

〈{(

1 0
0 0

)

,

(

0 1
1 0

)

,

(

0 0
0 1

)}〉

Además si,

a

(

1 0
0 0

)

+ b

(

0 1
1 0

)

+ c

(

0 0
0 1

)

=

(

0 0
0 0

)

=⇒

(

a b

b d

)

=

(

0 0
0 0

)

=⇒ a = b = d = 0

Por tanto dimR(W ) = 3

Ahora podemos intentar conocer mejor T , aśı para A =

(

a b

b d

)

∈ W , tenemos que

T

(

a b

b d

)

=

(

tr

(

a b

b d

)

, tr

(

a b

b d

)(

1 0
−1 0

)

, tr

(

a b

b d

)(

0 0
1 0

))

=

(

tr

(

a b

b d

)

, tr

(

a− b 0
b− d 0

)

, tr

(

b 0
d 0

))

= (a+ d, a− b, b)

Para verificar si T es o no un isomorfismo debemos verificar primero que T es transformación lineal entonces

dados A =

(

a b

b d

)

∈ W , B =

(

x y

y w

)

∈ W y λ ∈ R

T

((

a b

b d

)

+

(

x y

y w

))

= T

((

a+ x b+ y

b+ y d+ w

))

= (a+ d+ x+ w, a− b+ x− y, b+ y)

= T

(

a b

b d

)

+ T

(

x y

y w

)

Y,

T

(

λ

(

a b

b d

))

= (λa+ λd, λa− λb, λb) = λT

((

a b

b d

))

Luego, T es una transformación lineal

Determinemos el ker(T ), para verificar la inyectividad de T .

A ∈ ker(T ) ⇐⇒ A ∈ W ∧ T (A) = 0R3 ⇐⇒ A =

(

a b

b d

)

∈ W ∧ T

(

a b

b d

)

= (0, 0, 0)

⇐⇒ A =

(

a b

b d

)

∈ W ∧ (a− d, a− b, b) = (0, 0, 0)

⇐⇒ A =

(

a b

b d

)

∈ W ∧ a = b = d = 0

⇐⇒ A =

(

0 0
0 0

)

Luego Ker(T ) =

{(

0 0
0 0

)}

.

Aśı T es inyectiva y como dimR(W ) = dimR(R
3) = 3 entonces por el Teorema de la Dimensión, T es también

sobreyectiva i entonces un isomorfismo.


