Conjuntos Distinguidos del Plano

Ricardo Santander Baeza

Departamento de Matematica y Ciencia de la Computacion
Universidad de Santiago de Chile

Agosto 2008



http://www.usach.cl
http://palillo.usach.cl/personal_2005/curriculum.pdf

El Plano Cartesiano

El ambiente de trabajo sera el plano R? = {(x,y) | x € RAx € R}, es decir
ueR? < u=(x,y): xXeRAy€eR
Y la necesaria forma de diferenciar los elementos del plano.

(X1,¥1) = (X2,¥2) <= X1 =X2AYy1=Y>




Y su disefio es el tradicional:

Ejey
(X1,¥1)
(Ovyl) """"""" .
L (X2, Y2)
(O,yz) ...................... .
(0,0) (x1;0) (Xz;o)

Eje x




Distancia entre dos puntos

Si hacemos P = (x1,Y¥1) ¥ Q = (X2,Y2) entonces podemos calcular la distancia de P a Q,
como sigue.

B Completamos el dibujo de la figura anterior:
Ejey

(0,0) Eje x




B Aplicamos el Teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo PRQ para obtener la
representacion formulistica:

PQ° = PROHRQ «=PQ=/(y2— y1)? + (x2 —x1)2

Y obtenemos la Distanciade P a Q




Definici 6n
Llamaremos distancia del punto P al punto Q, en simbolos d(P, Q) a:

d(P,Q) = V(Y2 — y1)2 + (X2 — X1)?




Ejemplo
B d((2,3),(1,4))

B d((4,2),(0,0))

B d((2,3),(2,3))

V(@2 =12+ (4 =-3)?

V@021 (2-0)2

V(2 -2)2+(3-13)2

25




Lema
La distancia definida verifica las siguientes propiedades:

W d(P,Q) >0yd(P,Q)=0+=P=0Q
W d(P,Q)=d(Q,P)
B d(P,Q) <d(P,R)+(R,Q)




Ejercicios Propuestos
1. Calcule la distancia entre los puntos que se proponen:
() d((4,1),(1,-2)) (b) d((1,0),(0,1)) (c) d((1,1),(5,-1))
2. Determine y grafique el conjunto S = {(x,y) € R? | d((x,y),(0,0)) = 4}
3. Determine y grafique el conjunto S = {(x,y) € R? | d((x,y), (0,0)) = 0}

4. Determine el conjunto S = {(x,y) € R? | d((x,y),(0,0)) = —1}




Linea Recta

Definici 6n

Dadosae Ryb € Ry U c R. Llamaremos linea recta al conjunto de puntos del plano:

L(x) = {(x,y)|y=ax+b; x € UCR}
Al gréfico de (1) lo notaremos como
L:y=ax+Db

A la ecuacion y = ax + b definida en (2) la llamaremos ecuacion canodnica de la recta.

(1)

)




Ejemplo
’ I(X) -3
’ I(X) —Bx

®1(X)= —2x+4

Q™




Requerimientos

Siy =ax + b tal que x € U C R es una linea recta entonces para determinarla
completamente basta con conocer sus elementos esenciales, es decirba€ Ry b € R.




a=0>0

Entoncesy = b para x € U, y su grafico es el conjunto:
C(x) ={(x,y) eUxR|y =b} ®)

Asi que tenemos tres casos posibles, seguinb >0vb=0Vvb < 0.




U:[_4,4]/\a:o/\(b>o)
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U=[-4,4]Ana=0A(b>0)

Ejey

(0,0)

(4,0) Ejex




U=[-4,4na=0A(b=0)
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U=[-4,4na=0A(b=0)

Ejey




U=[-4,4)na=0A(b<0)

ar <>
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U=[-4,4)na=0A(b<0)

Eje y

(0,0)




a+0

Entonces su grafico es el conjunto

L(x) = {(x,y) e R? |y =ax + b}
Y como a € R — {0} entonces tenemos dos subcasos:




a>0

X1 <X = aXp<axp=—=Yyi=aXxs+b<y,=ax;+b

A




a>0

= axy<axpx=yi=axstb<y,=axy+b

Eje y

Y2

y —ax +b

Eje x




a<o

X1 < Xo

= axy>axx=yi=axst+tb>y,=axx+b

A



a<o0
X1 < Xp =
> axy >ax=y,=axys+tbh>y,=axx+b

Ejey

Y1

X1
Eje x

y2 ..............

y=ax+b




Formula Proposicional Basica

uelbL<=u=(xg,Yo)AYo=axg+bh

4)

A



Formula Proposicional Basica

uelbL<=u=(xg,Yo)AYo=axg+bh
Por ejemplo, siL : y = 2x — 1 entonces

(4)




Formula Proposicional Basica

uelbL<=u=(xg,Yo)AYo=axg+bh
Por ejemplo, siL : y = 2x — 1 entonces

(i) (2,3)eL,pues3=2-2-1

(4)




Formula Proposicional Basica

Uuelb<=u=(Xp,Yo) ANYo=2axg+Db
Por ejemplo, siL : y = 2x — 1 entonces
(i) (2,3)eL,pues3=2-2-1

(i) (3,2) ¢L,pues2#2-3-1=5

(4)




Observaci 6n

Si consideramos larectal : y =ax + by los puntos P € R?y Q € R?> talque P # Q
entonces

PelL «— P:(xl,yl)/\ylzax1+b
Qel <= Q= (x,Y2)AY2=axx+Db




Asi que,

yp. = ax3 + b
neknQel = y2 ax, + b

1— Y2
. a-N17Y2 e
X1 — X2

fae



Ademas sustituyendo en la primera ecuacion el valor de a tenemos que

yi=axys+b

—

b

b

b=

b

b

=Y1—aXg

. (Y1 Y2
=Y1 <X1—X2>X1

y1(X1 —X2) — (Y1 — Y2)X1

X1 — X2

_YiXg —YiXo — YiX1 +Y2Xa
X1 — X2

_ X1Yo —Y1Xp

X1 — X2




Conclusi 6n

De la observacion anterior sigue que, dados P = (X1,y1) Y Q = (X2,¥2) Yy P # Q entonces
existe una Unica recta L que pasa por P y Q cuya ecuacion canodnica es de la forma;

(X1 # x2) (5)

y = <Y1—Y2>X+X1YZ—Y1X2
X1 — X2 X1 — X2




Definici 6n

aZY1—Y2
X1 — X2

(x1 # X2) se llama la pendiente de la recta L




Ejemplo

Determinemos y grafiquemos la recta que pasa por los puntos P = (1,2) y Q = (—3,5)




Ejemplo
Determinemos y grafiquemos la recta que pasa por los puntos P = (1,2) y Q = (—3,5)

¢ Seal : y =ax + b larecta pedida




Ejemplo
Determinemos y grafiquemos la recta que pasa por los puntos P = (1,2) y Q = (—3,5)

¢ Seal : y =ax + b larecta pedida

¢ Ahora gestionando la informacion se obtiene que:




Ejemplo
Determinemos y grafiquemos la recta que pasa por los puntos P = (1,2) y Q = (—3,5)

¢ Seal : y =ax + b larecta pedida

¢ Ahora gestionando la informacion se obtiene que:

» (1,2)eL<=2=a-1+b




Ejemplo
Determinemos y grafiquemos la recta que pasa por los puntos P = (1,2) y Q = (—3,5)

¢ Seal : y =ax + b larecta pedida

¢ Ahora gestionando la informacion se obtiene que:

» (1,2)eL<=2=a-1+b
» (-3,5)eL«<=5=a-(-3)+b




¢ Operando adecuadamente se consigue que:

A




¢ Operando adecuadamente se consigue que:

2 a + b
5 = -3a + b

=

—3=4a<=a=—




¢ Operando adecuadamente se consigue que:

2 =
5 =

a + b
-3a + b

=

¢ Sustituyendo el valor de a obtenemos el valor de b

—3=4a<=a=—




¢ Operando adecuadamente se consigue que:

2 = a + b — —-3=4da<=a= 3
5 = —3a + b o T4
¢ Sustituyendo el valor de a obtenemos el valor de b

b+a:2:>b:2+—:>b:%




4 Operando adecuadamente se consigue que:

2 = a + b

3
5 — _3a 4+ b = —3:4a<:>a:—z

¢ Sustituyendo el valor de a obtenemos el valor de b

b+a:2:>b:2+g:>b:%

4 Para concluir, sustituyendo en L tenemos que la ecuacion pedida es:




4 Operando adecuadamente se consigue que:

2 = a + b

3
5 — _3a 4+ b = —3:4a<:>a:—z

¢ Sustituyendo el valor de a obtenemos el valor de b

b+a:2:>b:2+g:>b:%

4 Para concluir, sustituyendo en L tenemos que la ecuacion pedida es:

y:—gx+%<:>4y+3x—llzo




¢ Finalmente graficamos la recta obtenida

A



¢ Finalmente graficamos la recta obtenida

y




¢ Finalmente graficamos la recta obtenida

y




¢ Finalmente graficamos la recta obtenida

y

(1,2)




¢ Finalmente graficamos la recta obtenida

y

(1,2)




¢ Finalmente graficamos la recta obtenida
y

(_37 5)




¢ Finalmente graficamos la recta obtenida

(_37 5)

y

(1,2)




Ecuaciones Equivalentes para Definir Lineas Rectas

Dadas las propiedades que poseen los nimeros reales, es posible escribir la ecuacion
canodnica de una recta de otras formas equivalentes, como las siguientes:

¢ La Ecuacion General de una recta es de la forma.

ax+by+c=0

En efecto

ax+by+c=0 «— y:—%x—% (b #0)

(6)




4 La Ecuacion Punto Pendiente, para P = (Xo,Yo) Yy pendiente a, es de la forma:

Y—Yo = a.(x—Xp) (7)

En efecto

Y —Yo=a. (X —Xy) =Y =aX+ (Yo — aXo)




Interseccion de dos lineas rectas

¢ ConsideremoslasrectasL; : y =a;x + by yLy : y =ayx + by entonces

Pe(linly) <= PeR*A[PecLi AP cLy]
< P =(Xo0,Yo0) € R* A [yo = a1Xo + b1 A Yo = azXo + by]
— P =(x0,Yo0) € R? A (a1xo + b1 = axxg + by)
< P =(x0,Yo) € R A (a1 —az)xo = by — by




Punto de interseccion

La condicion necesaria y suficiente para que Ly NL, # () es que a; # a,, es decir que las
rectas tengan distinta pendiente, y en tal caso,

b, —b b, —b aib, — asb
0 (222) = e () o S

Asi que

(8)

b, — by ajby —azb;
LiNl, —
1t (al—az’ a; —a,




Ejemplo 1
Si consideramos lasrectal :y =2x + 1y L' : y = —2x + 1 entonces sus graficos son de la
forma:
Ejey
y=2x+1

/ \y Eje x

—2Xx+1




Ejemplo 2

Si consideramos lasrectal : y = 2x +1y L’ : y = 2x + 2 entonces sus graficos son de la

forma:
Eiey y=2x+2

y=2x+1

/ Eje x




Rectas Paralelas

Definici 6n
SiL:y=ax-+b_yLl' :y=ayx+ by son dos rectas. Diremos que L es paralelaa L’ en
simbolos L | L". Sia. =a/




Ejemplo

Determinemos la ecuacion de la recta L que pasa por el punto P, que es la interseccion de
lasrectasL’:y =3x —1yL”:y = —x + 5, y que es paralela a la recta L’ que pasa por los
puntos Q = (1,1) yR = (—4,-1)




Algoritmo de Trabajo

¢ Seal :y = ax + b la ecuacion canonica de la recta pedida
¢ Gestion de la informacion
e En primer lugar, si P = (Xo, Yo) entonces

PelNl”" «— PeclAPecl"<yo=3X—-1AYo=-X+5
— 3Xo—1=-—X+5=4%x9 =6

= X —3e —7:>P— 37

0 — 2 YO - 2 - 2) 2
e Retornando a la ecuacion canbnica, tenemos que
7 3

PelL «— §:§a+b (*)




e En segundo lugar, siL” :y = cx + d entonces

Qel” < 1=c+d N c +d = 1
Rel” «— —-1=-4c+d —4c + d = -1
— bc=2
= c—2/\d—3
5 5
Asi que,
2 3
L/// y:—x+—




¢ Finalmente, por definicion

Y, sustituyendo en (x) tenemos que b =

10

L[|l < a=

de forma que la recta pedida es




¢ El grafico de larecta L es:
Ejey

/

L/l/

Eje x




Rectas Perpendiculares

Si graficamos lasrectasL:y =x +1yL':y = —x + 1 obtenemos la figura

Ejey L

Eje x

L/




Observacion 1

4 Sabemos que en este caso,

| = (Xo,Yo) ELNL <= xg+1=-X +1<=X% =0

Sustituyendo en cualquiera de la ecuaciones de las rectas, obtenemos que yg = 1. Por

tanto, el punto de interseccion es | = (0, 1), es decir

LAl = {(0,1)}

9)




¢ Siconsideramos P . e Ly P, € L' tal que P_. = (x,x + 1) y P, = (x,1 — x) entonces las
distancias entre los puntos I, P, y P,, son las siguientes:

dPLPL) = J(x—x)2+ (x +1—14+x)2 = /(2x)2
d(PL1) = /(x —0)2+(x +1-1)2=V2x?
d(.PL) = /(x -0+ (1—x—1)2 = \/2(-x)?

Es decir, tenemos la relacion:

(d(PL,PL))? = (d(PL,1))? + (d(1,Pr))? (10)




Situacion geométrica 1

Ejey

Eje x




Situacion geomeétrica 2

A



Observacion 2

4 La eleccion de los puntos ha sido un caso particular, pues P| = (x,x + 1)y
P = (x,1 —x), ambos poseen la misma abscisa, (la misma x).

4 Supongamos, "en forma un poco mas general "que P € Ly Q € L’ son dos punto
arbitrarios de dichas rectas entonces

Pel < P=(x,y1) €R*Ay; =x.+1
Qel’ < Q=(X¥2) ER?Ay, =X +1




4 Haciendo los mismos calculos que en (10) obtenemos que:

d(P,Q) = \/(x1 —x — 22+ (x1 +x2) = \/4(xZ +x3)

d(P.1) = 1/0u - 02+ (xa+1-1)2 = \/2x2
dQ.1) = e —02+(1—x—1)2 = /2x
I

(d(P.Q))? (d(P, 1) +(d(Q.1))?




Situacion geométrica

Ejey

Eje x

L/




Rectas Perpendiculares

Idea 1

Consideremos la siguiente situacion:
¢ DadaslasrectasL; : y =aiX, Ly : y =ayx talque a; # ap
¢ LinLk, ={(0,0)}
¢ Dados los puntos P = (xg,a1x1) € Ly Q = (x2,a2%) € L




Rectas Perpendiculares

Consecuencias
¢ Si(d(P,Q))? = (d(P,(0,0)))? + (d(Q, (0,0)))? entonces

(X1 — X2)? 4 (a1x1 — axz)® = xZ+a?x? +x2 + asx2
U
XZ +aix? +xZ +asxs —2(L+agay) = xF4aix? + x5 4 asxs
Al
—2(1+ajay) = O
Al

aja, = -1




Rectas Perpendiculares

Reciprocamente
¢ Sia;a, = —1 entonces

(d(P,Q))?

2 2
(Xl — X2) + (8.1X1 — a2x2)
X2 4+ a2x? + x2 + asx2 — 2(1 + azay)
X2 + a2x? 4+ x2 + asx3

(d(P,(0,0)))* +(d(Q.(0,0)))?




Conclusion: Caso interseccion en el origen




Si

Conclusion: Caso interseccion en el origen




Conclusion: Caso interseccion en el origen

Si

¢ L y=ax,Ly: y=axxtalquea; #a




Conclusion: Caso interseccion en el origen

Si
¢ L y=ax,Ly: y=axxtalquea; #a
¢ LinL, ={(0,0)},y




Conclusion: Caso interseccion en el origen

Si
¢ L y=ax,Ly: y=axxtalquea; #a
¢ Linlk, ={(0,0)},y
¢ P =(xg,a1x1) €Ly Q = (X2,82%2) € L




Conclusion: Caso interseccion en el origen

Si
¢ L y=ax,Ly: y=axxtalquea; #a
¢ LinLk,={(0,0)},y
¢ P=(xq,a1x1) €LY Q = (Xz,a2%2) € L
Entonces




Conclusion: Caso interseccion en el origen

Si
¢ L y=ax,Ly: y=axxtalquea; #a
¢ LinLk,={(0,0)},y
¢ P=(xq,a1x1) €LY Q = (Xz,a2%2) € L
Entonces

(d(P.Q))* = (d(P,(0,0)))* + (d(Q.(0,0)))* = ar-a=-1




Traslacion del Origen

Reduccion al caso interseccion en el origen
DadaslasrectasL; : y =aix + by, Lyt y =axx + by, ya; # a,.
Supongamos que Ly N Ly = {(Xo,Yo0)}, (ver (8)). Sillamamos Py = (Xg,Yo) entonces

Yo = aiXg + by <= b1 =Yyg — a1Xp
Asi que,
y =aiX +b; <=y =aix+yo—aiXo <=y — Yo = ai(x — Xo)

Por tanto, si hacemos el cambio de variable:

X = X_Xo}obtenemos Li: ¥ =anX
Y = Y¥Y—Yo Ly: Y =ayX




Ejemplo

DadaslasrectasL; : y =2x —1,L,: y = —%x + 3 entonces

’ Ll N L2 = {(167 22)}1 (Ver (8))
¢ Si hacemos el cambio de variable:

X = x—1.6 Ly: Y =2X
obtenemos 1
Y = y-22 Lr: Y =-3X




Situacion geométrica

A




Situacion geométrica

A




Situacion geométrica

A




Situacion geométrica
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Situacion geométrica




Situacion geométrica




Situacion geométrica




Situacion geométrica




Situacion geométrica




Situacion geométrica




Situacion geométrica




Situacion geométrica

(1.6,2.2)




Situacion geométrica

(1.6,2.2)

X =x —1.6




Situacion geométrica




Situacion geométrica




Situacion geométrica




Situacion geométrica

— —ix 3 ElRY
=2 ; Y = 2X
|
|
| (1.6,2.2)
: X =x—1.6
|
|
|
|
. Y =y -22 .
———————————————————————————— Eje x
(0,0)1 :




Situacion geométrica

— —ix 3 ElRY
=2 ; Y = 2X
|
|
| (1.6,2.2)
: X =x—1.6
|
|
|
|
. Y =y -22 .
———————————————————————————— Eje x
(0,0)1 :




Situacion geométrica

— —ix 3 ElRY
y 2 ; Y = 2X

|
|
| (1.6,2.2)
: X =x —1.6
|
' 1
|
/Y =y =22 .

———————————————————————————— Eje x

0,01 ’




Definicion

Rectas Perpendiculares

Dadaslasrectas L, : y =a;x + by, Lo : y =axx + by, ya; # a,. Diremos que L; es
perpendiculara Ly sia; -ap = —1, y notaremos L; | Ly




Ejemplo

Determinemos la ecuacion de la recta L que pasa por P = (2,3) y es perpendicular a la recta J
y =2x — 4.




Algoritmo de trabajo

¢ Seal : y =ax+ b larecta pedida
4 Gestion de la informacion
» Aplicando la identidad (5) obtenemos que:

(2,3)eL<=3=2a+b (%)

» Sillamamos L’ alarectay = 2x — 4 entonces por definicion tenemos que:
, 1
LLL <:>a-2:—1<:>a:—§
» Finalmente sustituyendo en (x) tenemos que b = 4 y entonces la recta pedida L es:

1
= —Ix+4
y 2X+




Situacion Geomeétrica




