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Insumos bésicos para la hueva Teoria
@ Sabemos que sin € N entonces

n = as-10° +as_1-105"1 ... +a,-10%2 +a; - 10 + ag - 10° )
donde (9 < a; <0)para(i=0,1,2,...,s)

v' Por ejemplo,
¢ 33=3-10"+3-10°
© 987 =9-10° +8-10' +7-10°
o Laidea es que en la representacion en potencias del nimero 10 (objetos del tipo 10™), aceptamos
como coeficientes ( los nUmeros que multiplican a las potencias de 10) nimeros mayores o
iguales a 0 y menores que 10.

Basandonos en esta idea definimos informalmente a los polinomios, es decir
p(x) € RX] <= p(X)=ag+aix +ax2+--- + asx® 2)

Y en este caso son los coeficientes los que nuevamente diferencian a un polinomio de
otro.




Primera generalizacion de los Insumos basicos
Les recuerdo lo siguiente:

© El espacio vectorial R", para n € N es definido por
R" = {(X1,X2,-..,%n) | xi € Rpara(i=1,2,...,n)}

@ Las operaciones naturales que lo hacen un espacio vectorial son para

U= (Xg,X2,...,%Xn) €E RN Vv =(y1,¥2,...,¥n) ER"Y A €R

u+v = (X17X2a~'7xn)+(Y1aYZ7~~-aYn) = (Xl +Y17X2 +YZ7---7Xn +Yn)

AU= X (X1,X2,...,Xn) = (A Xg, A X2, ..., A Xn)
© Una aplicacion que permite estas operaciones es la siguiente:

UueR" < u=(X1,X2,...,%n)
< U= (Xg,0,...,0)+(0,%z,...,0)4+(0,0,...,Xn)

<~ u=x1(1,0,...,0)+x2(0,1,...,0)+--- +%,(0,0,...,1)
——

e (=) en
<~ U=X1-€1+Xp:-€2+:-+Xn-€p

© Finalmente,

R" = {xje1+xe2+ - +Xnen| (X €R); (i =1,2,...,n))}

®3)

(4)




Ejemplos Motivadores para la Nueva Teoria 1
© Ejemplo 1. Sin = 2 entonces para u = (X,y)

u=x(1,0)+y(0,1) =xe1 +ye, < R? = ({(1,0),(0,1)}) = ({e1,e2})

En particular,

(2,3) = 2(1,0) + 3(0, 1)

@ La geometria envuelta es la siguiente:

Ejey (2,3)
Plano R? 3(0,1) oo o

(0,0) 2(1,0)

R? = ({(1,0),(0,1)})

Eje x




Ejemplos Motivadores para la Nueva Teoria 2
© Ejemplo 2. Sin = 2 entonces parau = (x,y)

X+Yy

="+ 210w = R =g,y

En particular,
5 1
2 =-(1,1)— =(1,-1
(2.3) = 5(1.1) - 5(1,-1)
© La geometria envuelta para graficar (2, 3) es la siguiente:

(2,3)

{(@, -1} o @D

5
E(lv 1)




Ejemplos Motivadores para la Nueva Teoria 3
© Ejemplo 2. Sin = 2 entonces parau = (x,y)

2
u= X:y(1,2)+

2X —y

(17_2) = R’= <{(172)7(17_2)}>

En particular,
7 1
=—(1,2)+—(1,-2

© La geometria envuelta para graficar (2, 3) es la siguiente:
{@ -2 {21




Compilado de Ejemplos Motivadores para la Nueva Teoria

© Sin =2 entonces para u = (2, 3) tenemos las situaciones siguientes:

(2,3) = 2(1,0)+3(0,1)

(23) = 2(L1) - 5(1-1)
(23) = 2(12)+5(1,-2)

© La geometria envuelta para graficar (2, 3) es la siguiente:
{@ -2 {2

{@ -1

R? = <{(17 0)7 (07 1)}>: <{(lv 1)7 (lv 71)}> = <{(1a 2), (1a _2)}>




Buscando regularidades

Si definimos en R", para u = (X1,X2,...,Xn) € R"y Vv = (y1,Y2,...,Y¥n) € R" un producto
interno como sigue:

() @ R"xR" —R
(u,v) — (U, V)

()

Donde dicho producto se obtiene como sigue:

(U,v) = ((X1,X2, ..., %n), (Y1,Y2,---,¥n)) = X1y1 + XoY2 + - -+ + XnYn




Buscando regularidades 1

Observamos en ejemplo 1 que
((1,0),(0,1)) = 1-0+0-1=0

((1,0),(1,0)) = 1-140.0—1
((0,1),(0,1)) = 0:0+1-1=1

Ademas
<(273)7(170)> = 2 _
AR B O B CON RO NCEVICEY
Y en general,
((x,¥),(1,0)) = X _
GG T = ) = ). (10) 10+ (xy)0.1) 01 @




Buscando regularidades 2

(1,1),(1,-1)) = 1-1+1-(-1)=0
(1,1),(1,1)) = 1-1+1-1=2
(1,-1),(1,-1)) = 1-14(-1)-(-1)=2

Ademas
((2,3),(1,1)) = S _ ((2,3),(1,1)) ((2,3),(1,-1)) _
(2.3).(1-1) = -1 }:‘(2 V=@ MY .oy Y
En general,
() (L) = xty
<(X7y)?(l?_l)> = X-=Y
I (7)
{y). (L) (O0y).(L-1) .
Y =1an. @ MY .oy Y




Buscando regularidades 3

((1,2),(1,-2)

— = 1.14+2-(-2)=-3
<(172)7 (172» =
<(1> _2)7 (17 _2)> =

1.1+2.2=5
1-1+4(-2)-(-2)=5

Ahora,
(2.3).(1.2) (2.3).1,-2)) o _ 8. . 4. (424
(12).12) PP 2@ 2y 2 = sA g2 (5’5)
Y
1
(2.3) = 5(1,2)+5(1,-2)
Por tanto
(2.3).(1.2) (2.3).(1,-2) .
23 7 @@z PP 2@y B
En general
( >y)v( ) )> <(X7 )?(1>_2)> _
TN W) TR [ TE) N G el ®)




Observacion

Es pertinente hacer la siguiente pregunta

¢Por qué siendo c(2) = {(
de R?, se verifica en (6), y

7), las igualdades:
_ (%), (1,0)) ((x,y),(0,1))
) = @ @oy YV e oy Y
_ (xy).(1,1)) (x,y),(1,-1))
) = an.ay Y ey Y
Y en (8) no se verifica una igualdad del mismo tipo, es decir

<(X>y)v(172)> <(X7 )?(1>_2)>
2.w2) PP a2y B




Una buena idea y sus consecuencias 1

Consideremos la situacién geométrica

Vo = (X2,Y2)

9)

Si suponemos que (vi,V,) = 0 entonces

(Vi,V2) =0 <= XiXp +Yy1y2 =0
<= I(v1)cosbil(vz)cosb, + I(vy)senbql(va)send, =0
<= I(v1)l(vz)cos(f —6;) =0
<= |(v1)l(v2)cosf =0
— 0=3

Oseaquevy L v




Una buena idea y sus consecuencias 2

Intentamos generalizar el andlisis anterior. Supongamos que en un V espacio vectorial con
producto interno (, ) existe una base

a = {V1,Vo,...,Vp} tal que (vj,Vv;) = 0sii # |

entonces como consecuencia del hecho que « es base sigue que,

n
UeEV=u=>) aV
i—1

Ahora, como consecuencia de que (v;,V;) = 0 sii # | sigue que

u:zn:aivi = (u,vj) <Za,v,,v,>=zn:ai<vnvj>
i=1 i=1
— <U,Vj> :aj<vj,vj>
<U,Vj> .
(v, Vi) (

= aj = =1,2,...n)




Una buena idea y sus consecuencias 3
Esto es extraordinario, pues en esta condiciones tenemos "casi el maximo de eficiencia," ya
que,

(u,vy) (U, vp) (U, vp) B (U, vp)
<v1,v11> Vi V2, Vo) o (Vn, Vn) Vn <= [u], = (Va,V2)




Producto Interno

Sea V un R - espacio vectorial. V se dice un espacio con "Producto Interno" 6 un espacio
"Prehilbertiano” si y sélo si existe una funcion.

() + VxV+—R
(u,v) — (u,v)

tal que satisface las condiciones:

Q (v,v) >0 (W,veV)A(V,v)=0<=vVv=0
u+v,w)=(Uu,w)+ (v,w)

u,v+w)=(u,v)+ (u,w)

V) =Au,v)

u, Av) < v)

u,v) =

>/

Q (u
Q (
O (w
Q (
Q (

u)

/\




Bases ortogonales
Sea V un K-espacio con producto interno (,) y considera oo = {v1,Vz,...,Vh} C V entonces «
sera llamada una "Base Ortogonal” si
© o esunabasedeV
@ Sij +# k entonces (vj,vx) =0
{u,vi)

© La coordenada respecto de la base ortogonal o a; = se llamaré el "i—ésimo

<Vivvi>

coeficiente de Fourier del vector u."




Base no ortogonal

Si (v1,V2) # 0 entonces de acuerdo a la figura (9), sabemos que v; no es perpendicular a vy,
asi que podemos suponer sin pérdida de generalidad que los vectores son como en las

Figuras.

Etapa 1. Modelo en bruto

Vo

(0,0)

\%1

Etapa 2. Modelo en contexto

V2
9
L4
)
]
Lo,
o
./Proyeccion :
ortogonal gy,

W= ({va})

(10)




Usando las propiedades correctamente
Entonces,

Vo = Vé +avy (11)

Lamentablemente, (11) es una ecuacion que liga tres datos y sélo conocemos uno !!!, pero,
no todo esta perdido, pues, observen que en virtud de las propiedades del producto interno
tenemos.

Vo =Vy+avy = (Va,V1) = (V5,V1) + (avy, Vi)
= (Vo,Vv1) = a(vy,Vy)

a— (v2,Vv1)
(v1,v1)
Y sustituyendo en la ecuacion (11) obtenemos
Vé —v <V27V1>V (12)

2 — 1
(V1,v1)
Luego, tenemos lo siguiente:

a={vy,V,} base de V = o’ = {vq,V;} es una base ortogonal de V




Proceso de Ortogonalizacion de Gram Schmidt
Sea V un K-espacio vectorial con producto interno (,) y a = {vy,Va,...,Vy} una base V

entonces o = {v],V5,...,Vv}} es una base ortogonal, donde los v/ satisfacen la siguiente
ecuacion vectorial.

(Vi v _p) v v : (13)




Un ejemplo de Ortogonalizacion de Gram Schmidt

Consideremos el subespacio W = {(x,y,z,t) € R* | x +y +z +t = 0} entonces usando el
producto interno usual de R*, determinemos una base ortogonal para W.
Etapa 1. Determinamos una base de W

u=(x,y,z,t) eR*Ax+y+z4+t=0

u=(xy,z,t) eR*At=—-x-y—z

u=(x,y,z,-x —y —z); (x,y,z) e R®

u=x(1,0,0,-1) +y(0,1,0,-1) + z(0,0,1,-1); (x,y,z) € R®

ueW <—

111

Luego,
W= ({(1,0,0,-1),(0,1,0,-1),(0,0,1, -1)})

Y, si notamos « = {(1,0,0,-1),(0,1,0,-1),(0,0,1,—1)} entonces « es una base de W,
pues son claramente linealmente independientes.




Un ejemplo de Ortogonalizacién de Gram Schmidt

Etapa 2. Ahora, ortogonalizamos, usando el proceso de G. Schmidt.

v = (1,0,0,-1)
/ sy My T ) sy Yy My T
_ .y {0,1,0,-1),(1,0,0,-1)) 1) = 1 (-1 _1
v, = (0,1,0,-1) <(170707_1)7(170707_1)>(1,0,0, 1) =(0,1,0,-1) 2(1,0,0, 1) = 2,1,0, >
/ iy AN e e s Yy by T H B Yy Uy T
B .y {(0,0,1,-1),(~1,2,0,-1)) .y ((0,0,1,-1),(1,0,0,-1)) -
o= (070717 1) <(_132703_1)v(_172705_1)>( 172707 1) <(1voaoa_1)7(150303_1»(170707 1)
1 1 1 1 1
- (030717_1)_6(_172303_1)_5(1?0307_1)_ <_§7_§ala_§)
Luego,
1

1 1 1 1
/ _ _ = - - = =
07 - {(170707 1)7( 271707 2>7< 37 3717

3> } es una base ortogonal de W

)




Proyeccion Ortogonal

Si remiramos el cuadro 10 entonces observamos que hemos resuelto uno de los tres
problemas planteados en él, en efecto solo construimos el proceso de ortogonalizacion de
Gram Schmidt, que esencialmente "consiste en controlar la sombra que un vector proyecta en
un subespacio del espacio, es decir un vector anula a otro si su proyeccion en el es nula."

Etapa 2. Modelo en contexto para Etapa 3. Modelo recontextualizado
proyeccion ortogonal para proyeccion ortogonal

(14)

W

./Proyeccion
ortogonal  ay, W= (va})




Ejemplo de Proyeccién Ortogonal

SiW = {(x,y,t,z) € R* | x +y — 3z = 0} entonces usando el producto interno usual
determinemos Py
Etapa 1. Determinamos una base de W.

ueW «— u=(Xy,t,z)eR* Ax+y—-32=0
— u=(xy,t,z) eR* Ay =3z —x

<~ u=(x,3z —x,t,z)

— u=x(1,-1,0,0) +2(0,3,0,1) + t(0,0,1,0)

Luego,
w = ({(1,-1,0,0),(0,3,0,1),(0,0,1,0)})
Pero como,
a1(1,—1,0,0) +a,(0,3,0,1) +a3(0,0,1,0) = (0,0,0) = (a1,3a, —az,as,az) = (0,0,0)

— a;=a=az=0

Entonces « es una base de W.




Etapa 2. Verificamos si « es un base ortogonal, respecto del producto interno
usual

((1,-1,0,0),(0,0,1,0)) = 0
((1,-1,0,0),(0,3,0,1)) = -3
(0,3,0,1),(0,0,1,0)) = O

Luego, a no es una base ortogonal, asi que la ortogonalizamos via G-S.

vi; = (1,-1,0,0)
v; = (0,0,1,0)
((0,3,0,1),(0,0,1,0))
((0,0,1,0),(0,0,1,0))

= m3on+ga;Lqm

33
- (3309

Asi obtenemos la base ortogonal

((0,3,0,1),(1,-1,0,0))
((1,-1,0,0),(1,-1,0,0))

Vé = (0737071) - (0707170) - (17_17070)

= {(1,-1,0,0),(0,0,1,0),(3,3,0,2)}




Etapa 3. Construimos la proyeccion ortogonal de R* sobre W

~ (a,b,c.,d),(1,-1,0,0)) ((a,b,c,d), (0,0,1,0))
Pr(@b,e.d) = 11 10,011,000 " 29 70,0,1,0).(0,0,1,0) > OO
((a,b,c,d),(3,3,0,2))
((3,3,0,2),(3,3,0,2)) (3.3,0.2)

~ (10a—-b+3d 10b—a+ 3d c 3a+3b+2d
11 ’ 11 T 11

¢, COmo saber que esta proyeccion es bien definida?



Herramientas de gestion

"Las herramientas de control de gestion de un cientista, son las propiedades que los
objetos que construye, implementa y maneja, verifican"

En este caso, tenemos las importantes propiedades:
Si V un R-espacio vectorial con producto interno, y W < V entonces

® Py(w)=w<=weW
o PWoPW:PW

La proyeccion ortogonal que obtuvimos en el ejemplo anterior fue:

Pu(ab,c,d) = (10a—b+3d’10b—a—|—3d c 3a—|—3b—|—2d>

11 11 T 11

Si evaluamos entonces Pyw en elementos de W, este debe comportarse como la funcion
identidad, es decir debe devolver el mismo elemento.

11 -11 0
Pw(1,—-1,0,0) = (ﬁ’ T ’ﬁ) =(1,-1,0,0) v ( OK)
0 O 0
Pw(0,0,1,0) = (ﬁ’ 1 1, ﬁ) =(0,0,1,0) v ( OK)
33 33 _ 22
Pw(3,3,0,2) = (ﬁ’ H,O, ﬁ) =(3,3,0,2) v ( OK)




Distancia a un subespacio

Finalmente, Si volvemos a remirar el cuadro (10) entonces observamos que hemos resuelto
dos de los tres problemas planteados en él,

© Construimos el proceso de ortogonalizacion de Gram Schmidt, que esencialmente
"consiste en controlar la sombra que un vector proyecta en un subespacio del espacio, es
decir un vector anula a otro si su proyecciéon en el es nula," y

@ Ahora el de la proyeccién del espacio en uno de sus subespacios,

© Pero alin falta desarrollar la idea de distancia de un vector a un subespacio, en realidad
deseamos generalizar la idea de distancia entre vectores.




Para ello, reformulemos el cuadro  (14)

Etapa 3. Modelo recontextualizado para |Etapa 3. Modelo recontextualizado para
proyeccion ortogonal proyeccion ortogonal y distancia

(15)

eoURISIq




Entonces usando toda la informacién tenemos las etapas:
© Del proceso de Gram Schmidt sigue que

v=Vv+Pyv) A (V,Pw(v))=0 (16)

@ Llamaremos normativa o norma inducida por el producto interno imperante en el espacio
vectorial V a la funcion

Il : Ve RTU{0} talque|u| =+/(u,u)
Aplicamos el concepto de norma a la ecuacion definida en (16), para iniciar la
construccion natural de una distancia.
V/=v —Py(v) = [V'[| = [Iv — Pw(v)]

Esto motiva hacer la siguiente definicion

Si V es un R espacio vectorial con producto interno (,), y W < V entonces

d(v, W) = [v - Pw(v)|

Es la distancia del vector v al subespacio W.




Ejemplo de distancia

SiW = {(x,y,t,z) € R* | x +y — 3z = 0} entonces usando el producto interno usual
determinemos d((x,y, z,t), W).

© Conocemos del Ejemplo anterior a Pyy. Asi que

- — (10X —y 43t 10y —x+3t _ 3x 43y +2t
H(X’y’z7t) PW(X7y7Z7t)H - (X7y7z7t) ( 11 ’ 11 v Z, 11 )H
— X+y—3ty+x—3t0—ax+y_a)
B w1 11
Luego,
3t)* ~ 3t -3 ~31)]?
d((x,y,z,t),W) = <{X+y ]+[y+x ]Jr{ (xn/ )})
- |EET T )

_ x+y—3t]°
= Ju

¢, COmo saber que esta distancia es correcta?




Propiedades de control de gestion

Con las propiedades obtenidas para la proyeccién ortogonal, la distancia obtenida hereda
naturalmente las siguientes propiedades:

Q d(v,w)>0 A d(V,W)=0<«= Pw(v)=V
Q Py(v)=v<=vVveW
Q d(v,W)=0<=veWw

Podemos como antes, en base a nuestras propiedades, comprobar nuestro resultado:

d((1,-1,0,0),W) — \/11 [%T:o; (Pues, (1,—1,0,0) € W)




Complemento Ortogonal

En esta seccidn estaremos interesados en emular el genial comportamiento del plano
cartesiano, es decir queremos generalizar la idea

R? = ({(1,0)}) @ ({(0,1)})

Eje x Ejey

Geométricamente, se representa por el Plano Cartesiano.

Ejey (x,y)
PlanoR2  Yy(0,1) f--ooovivnn .
(0,0) x(1,0) Eje x

R2 = ({(1,0),(0,1)})




Reinterpretacion del Plano Cartesiano

© Podemos observar que en R? tenemos que
<(17 0)7 (O, 1)> = 0

@ Ademas en el "lenguaje vernaculo del algebra lineal" tenemos,

@ Eje x significa ({(1,0)}), o sea generado por el vector (1,0)
@ Eje y significa ({(0,1)}), o sea generado por el vector (0, 1)

© Podemos expresar esto, graficamente como sigue

(0.1}  xy)
Plano R? y(O,1) |- *

(070) X(l,O) ({(1,0)}>
R2 = ({(1,0),(0,1)})




Generalizaciones fundamentales

© SeaV un R espacio con producto interno (, ), y consideremosu € V yv € V. u se dira
ortogonal a v siy solo si (u,v) = 0. Una notacion adecuada para este contexto es:

ulv<=(uv)=0

© Sea V un R espacio con producto interno (,), y W un subespacio de V entonces
Wt ={veV]|(v,w)=0(w,weW)}
es un subespacio de V.

© Un tal subespacio se llamara "Complemento Ortogonal” de W en (V, (,)).




Reflexiones finales: El algoritmo

Sea V un K espacio vectorial de dimensidn n. Si V posee un producto interno entonces V
"emula” el comportamiento de K2

Si W es un subespaciode Vy a = {wi,W>,...,Ws} una base ortogonal de W entonces
calculamos W+, como sigue:

@ Completamos « hasta obtener una base de V, usando el teorema de completamiento de
base o0 mejor, agregando vectores linealmente independientesalosw; coni =1,...,s
hasta llegar a la la dimension n de V; digamos

B ={W1,Wz,...,Ws,Vsi1,...,Vn}
@ Usando el proceso de Gram Schmidt ortogonalizamos § y obtenemos
o = {W1, Wy, ... , We,Wgq,. .., Wy} (17)
De la propia construccion de o’ en (17),sigue que vale la ecuacion

i=s+1s+2,....n

wit, wi) =0 si
(™ w) j=1,2...,s

Asi que

W = ({Wgg, - Wa })




Paralelo final

Plano Cartesiano

axy)

{(1,0)})

(07 O) PEje X

{0} e {(1.0)})+

Emulacion Cartesiana

V=wWagwt
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